Résumé 


On choisit les séries de Fourier comme décor, et on présente, autour du thème retenu, des méthodes 
d'analyse instructives et essentielles pour mener à bien quelques problèmes classiques ou parfois ori- 
ginaux. La transformation d’Abel et le raisonnement par densité-fermeture sont, pour exemples, 
maintes fois illustrés, voire décortiqués. Des techniques plus subtiles, comme la ” découpe-variable” 
lorsqu ‘on estime certaines sommes, trouvent aussi leur place. 

On a tout au long du texte le souci d'illustrer, et afin de donner à l’ensemble une certaine unité, 
on évite trop de dispersions dans le choix des exemples. Ainsi un résultat est souvent réinvesti ou 
sert de tremplin pour illustrer un autre outil; l'égalité 577. sunt = + valable pour 0 < t < 27 
est établie par la méthode de sommation d’Abel-Poisson et est réobtenue un peu plus tard par le 
lemme de Riemann-Lebesgue. On retrouve cette série de sinus (et sa convergence uniforme compacte 
sur ]0,2x|) lorsqu ‘on justifie la curieuse égalité 57%. sun hier _. qui par ailleurs tombe après 
une utilisation du théorème de Dirichlet. Cette égalité est d’autant plus amusante qu’on rencontre 
sa ” version intégrale” Ed st dt _ ri sin t qe, 

Autre objectif du texte, mettre en parallèle le discret et le continu. C’est l’occasion de mon- 
trer quelques analogies entre les séries entières et les transformées de Laplace, d'établir l’équivalent 
2: nn] NL oo ? In N (question posée dans RMS4-2002) avec en tête son analogue continue, le très 
classique Fri EU P ENE 2InX... 


t 
Enfin, certains résultats importants sont approchés sous plusieurs angles ; la densité des polynômes 


trigonométriques dans (C2n(R,C),|| Î) est par exemple établie de façon originale (page 25) grâce 
au noyau de Gibbs; Le théorème de Fejer peut alors être prouvé par densité-fermeture. Il est par 
ailleurs envisagé différemment en annexe (point de vue de Korovkin). 
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Première partie 


Vers le développement de Fourier 


1 Des polynômes aux polynômes trigonométriques 


1.1 Coefficients d'un polynôme 


On considère un polynôme P(X) de C[X] qui s’ecrit 5%, XP. 
La fonction t++ P(e*) de R dans C est continue sur R et : 


27 nm 27 n 
VO<k<n Î P(eïte- td . >. ae tk) qt = > 2rci0k 1 
0 1=0 0 1=0 


donc chaque coefficient c; est donné par la relation : 


1 27 : | 

— P(ethe Kidt=c (0<k<n) 

27 0 
En particulier, on a : 

1 27 
P{0) = — P(e")dt = 
Of Péd  (a) 
Corollaire pour a € C et p € R\, 
1 27 
P(a) = P(a + pe" )dt 


(appliquer l'égalité précédente au polynôme P(a + pX)) 


Cette relation exprime que la valeur d’un polynôme P(X) au centre d’un disque est égale à la valeur 
moyenne de P(X) sur le cercle-frontière. 


On dit que les polynômes de C[X] possèdent la propriété de la moyenne. 


Remarque : par linéarité de l’application ”partie réelle” Re, la fonction Re(P) (qui est à valeurs 
réelles) possède aussi la propriété de la moyenne. 


Application : principe du maximum Un polynôme de C[X] non constant n’a pas de maximum 
local sur C. 


Par l’absurde, a € € r>0 Vze D(a,r) | P(a)|>| P(z) | avec | P(a) | nécessairement non 


nul (Sinon, la fonction polynômiale P s’annule sur D(a,r) et est donc identiquement nulle) 


Quitte à remplacer P par Far P(a +rX), 


on peut supposer : a=0;r—1; | P|<1=| P(0)]| sur D = D(0,1). 
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Enfin, en multipliant au besoin P par un complexe de module 1, on se ramène au cas où P(0) = 1 


On envisage l'application g : z+> Re(1 — P(z)) = 1— Re(P(2)) de D dans R. 
°g>0sur D carg—=1-Re(P)>1-|P| 


e Pour 2€ D, g(2) =0& Re(P(z2)) =1 
SP) IE RePb))=t cr 12) PA |> Re(P(2)) 
PG;= 1 
Autrement dit, la fonction g détecte les endroits où P(X) prend la valeur 1. 


Puisque g possède la propriété de la moyenne, 


1 27 


it 
Sa À g(e”) g(0) — 0 


Par continuité et positivité de + g(eït) sur [0,2x], on a : 
VtEe [0,27] g(e*)—=0 ie P(e“*)=1 


Le polynôme P—1 à donc une infinité de racines, donc P(X) est le polynôme constant 1. Contradiction. 


Exercice Soit : a1,a2,..….,an n nombres complexes. 
Montrer qu’il existe un complexe 20 de S! tel que la distance de 20 à l’origine soit inférieure à la 
moyenne des distances de 29 aux ax. 


a) On pose : P(X) = [[icyen (X — a). P(X) s’ecrit aussi 375 ce XF, 

La fonction | P |, continue sur le compact S!, est bornée et atteint son maximum M en un certain 2 
de S1. 

Pour tout 0<k<n,|c|< Æ [OT | P(eit)| dt < M. 

En particulier, c, = 1< M =| P(20) | 


: FA a PR 7 
b) Par croissance de x + æn sur [1,+æ{,ona:1<T[[,c4e, | 2o — ax |" et par l'inégalité arithmético- 


géométrique, 
nm 


1 
1=| z5—01< = | 20 — 
|zo —0| n 2-70 ag | 


1.2 Formule de Parseval 


Pour 0 dansR,ona:| P(eït) = P(eŸ)P(ei0) = Es cxtjei(k—5)0 


done : [| P(e?) [2 d8 = 27 Do Do cd = 27 Do | ce P 
d’où la formule de Parseval : 


1 27 is 0 n 3 
x [ PEN PES Ia 
k=0 


Exercice Soit: P(X) = 3_,cx XF un polynôme unitaire de C[X] tel que : P(S1) € S1. Montrer 
ques PIX) = XX? 
Retrouver le principe du maximum pour les polynômes unitaires. 


Ona: £ [| P(e'?) |? d9 = 1 car VO € [0,2x] | P(e?) [= 1 
donc : Pol +1=1. Ceci impose : c = 0 pour0<k<n—1 
ie P(X) = X" 


Pourquoi ne peut-on pas avoir : | P || P(0) [= 1 sur D? 


On raisonne par l'absurde. Il vient : 1 | P(eï) [dt <| P(0) | 


Par ailleurs, l'égalité P(0) = £ [#7 P(eit)dt donne [é7 | P(eft) |dt >| P(0) | 


On a alors : 


27 
| [= | P(eit) |] dt = 0 
0 es, ee” 


intégrande nulle car continue positive 


donc: POSTES, donc PÉKI =" 
Impossible car | P(0) [= 1 


Exercice Soit : P(X) = 5}_p ax XF € C[X] tel que P(0) = 1 et P(1) — 0. Alors il existe £ € S1 
tel que : | P(£) [> 4/1+1 


On a : ao = 1et 1 +a1 +... +an = 0 
Par Cauchy-Scharwz, 1 =| ai + … + ay [2< n[| a1 |? +...+ | an |?] 
d'où : 1+ 1 <] ao ? + | a ( +..+ | an [= À [97] P(ef) |? de 
Par la formule de la moyenne appliquée à la fonction réelle continue 
0 | P(eÏ) |?, on choisit 4 € [0, 2x] tel que : 

1 27 


Ro P(e?) 2 de =| P(ei%) 2 
PC) Pan pet) 


D ‘où le résultat. 


Remarque : cette formule de Parseval n’est pas équilibrée ; le membre 

de droite est donné par les n + 1 coefficients co, .….,c, qui définissent P(X) alors que le membre de 
gauche nécessite la connaissance ” continue” de P(X) sur S!. On peut en fait discrétiser S! par les 
racines (n + 1)°7€ de 1 et , 


2 : ; 2m. 
remplacer + fj" | P(e'?) |? dô par HT ol P(w!) |? où wn = e‘rH. 


n n n en k—)j)l n n _ 
Oo | P(w}) |? = > x=0 >_;=0 CkOj D 1-0 un re (nr +1)> % 0 >_=0 CkCjôk,j) 


2 Des séries entières aux séries trigonométriques 


2.1 Coefficients d’une série entière 


Soit : >'a,z" une série entière de rayon de convergence R (R dans RU {+co}) et soit : 0 < r < R. 
On note f l'application 2 + D % poan2" de D(0,R) dans C (continue sur le disque ouvert de 
convergence) et g, l'application 0 + f(re) continue sur R. 


2.1.1 Egalités de Cauchy 
Pour p fixé dans N, pour n > 0 et 0 € [0,2x|, on a: 


lanr'eitr-n6 | <a r" et ÿ | an | r” converge 


donc S anr"el-P)0 converge normalement en 4 sur [0,2r|. 


Il vient par interversion des signes de sommation : 


27 ; 27 | | ce 27 
4 gr (0)e” °d0 = Î f(re)e-P0d0 — >. ant” | ein-r)0e = 27 apr? 


n=0 0 


1 27 : : 
=. f(re)e- 040 = aÿr? (p > 0) 
T Jo 


Exercice : théorème de LIOUVILLE On suppose : R = + 
et f bornée sur C. Alors f est constante sur C. 


Vn>1 Vr>0 Jal<LLf "fl d< le 
r® 27 0 Tr? 


On fait tendre r vers + et on obtient : 


Vn > 1 an = 0 


Exercice : contrôle polynômial de | f | On suppose : R — + 
On suppose aussi : 


(M,0) €]0, +0) (EN) [|21> C—IfG)I<MIz/f] 


Alors f est un polynôme. 


Pour >C etneN,ona: 


27 27 
2 ds | = f(re)e- "#40 |< k [Mr]d0 = 27 Mr 
0 0 


Le membre de gauche est équivalent en +00 à 2x | an | r" et le membre de droite à 27 Mr. L'inégalité 
impose : an = 0 pour n > k. 


2.1.2 Et la partie réelle s’en mêle 
On note P la partie réelle de f. Pour R>r>0 et 0€ R, on écrit : 
+00 
2 P(re) _ 5 rap et mé 7) 
p=0 


Par convergence normale en 0 sur [0,2x|, on a : 


1 27 | ; 1 27 | 
VnEN* a = — P(reŸ)e-"#40 :; 2Re(ao) = = P(re“)d0 
0 


nm 
TT 0 


Exercice On suppose : R > 1. Si P — Re(f) est à valeurs positives, 
alors : Vn E N* | a; |[< 2 Re(ao). 


Pour0<r<leti<n,ona:an=+ [7 P(reit)e-i"0d6 


mr JO 
donc 7r° | an |< Ed P(re*?)d@ — 2rRe(ao), d’où le résultat en faisant tendre r vers 1. 


Exercice : Un théorème d'‘Hadamard 
On suppose : R = +00. Si 


IdeN 34,B>0 VzeC P(2)=Re(f(z))<A|z2[°+B, 


alors f est un polynôme de degré inférieur à d. 


Quitte à remplacer f par f — ao, on peut supposer ag = 0. 
Pour pE N*,DER,et0#ER, on pose : 


ip . ip 
g(8) = 1 + cos (p0 + ®) = 1 + Ter + . Dire. 
Pour r >0et@€R, on écrit P(re*)g(0) < (Ard + B)g(0) d'où 
27 
: P(re°)g(8)d0 < 2r(Ar° + B). 
0 


A r fixé, la convergence normale en 8 de ÿr?(a, eipô + A6 ) permet l'intégration terme à terme : 
hors A(Ard+B > 2(Ard+B 
ape LEE ape? < AArTTE), On choisit pour @ un argument de a, : | ap |[< Ar +B) 


r vers +00, ce qui donne a, = 0 pour p > d. 


, puis on fait tendre 


Exercice : Contrôle polynômial discret de Re(f) 
Données : R = +0 ; On suppose qu'il existe une suite (r;);en de réels positifs, croissante vers +00, 
et qu'il existe 2 réels strictement positifs C' et k tels que : 


(VOER) (VEN) P(rje”) < Cr 


(Autrement dit, sur chaque cercle C(0, r;), la partie réelle de f est dominée par le monôme Czf) 
Alors f est un polynôme de degré inférieur à k. 


Pour n dans N* et pour j dans N, an = y f?" [P(rjei9)) — Crile ##40 donc : 


nr 
5 0 


1 27 à e 1 
& 2 = e0))1d0 = — k _ | 
l'a | rs . [Cr — P(r;e“*/)]d0 = [2rCr; — 27 Re(ao)] 


n Pi 
J 


Pour n fixé supérieur strictement à k, on obtient : a, = 0 en faisant tendre j vers +co. 


Remarque Si on note Q la partie imaginaire de f, on a Q = Re(—if) donc : 


: 27 
VO<r<R VneN* an=——|] Q(re)e-ÿag 


nr" 


Exercice On suppose que À est supérieur ou égal à 1, que (a,) est une suite de réels avec 
ao = 0, ai = 1. Si f est injective, alors We N | an |< n. 


Pour z € D, les coefficients a, étant réels, on a : f(Z) = f(z). 

z2ERSz=2e f(z) = f(2) (f est injective)e f(z) = f(2) & f(2) ER. Q = Im(f), continue sur 
le connexe (convexe) 0 = DAN{Im(z) > 0}, ne s’annule pas sur Q donc Q y garde un signe constant. 
Or, pour t > 0, Q(it) = 5% 9 (—1)"antT1 Lo+ t, donc pour t voisin de 0*, Q(it) et t ont le même 


signe, d’où : Q > 0 sur (1. 


Soit à présent r €]0,1|. 
On vérifie facilement que 0 + Q(re est impaire, donc pour n € N*, le réel a, s'écrit : 
An = 52 J) Q(re)sinn6 d6. Avec Q(re*) > 0 sur ]0,x{, | an [< - Jo Q(re) | sinn6 | dô. Enfin, 


par recurrence sur n : | sinn0 |< nsin0, ce qui donne : | an [< 4 = ==. D'où le résultat en 
faisant tendre r vers 1. 


) 


2.1.3 Noyer le Poisson ? 


e En multipliant au besoin f par un complexe de module 1, on peut supposer ao € R. Pour |z|<r 
ette[0,2x] ,ona: 
z | 


a) KIT te Pre") 1 Îoo 


| P(re*) ( 


donc, par convergence normale en t, on à : 


2) à s : r E02) PAR Le re S 
ft)= + f me dé rte) +237 ( 


z n 
- dt 
reït ll 


Or: 1425 (Ga) = ts 
d'où : 


ret—z 


En prenant la partie réelle des 2 membres, on obtient la formule de Poisson : 


Fo fn SUR qe 
= — PE) — "© r 
772% 0 | reît — |? É 


qui s ‘écrit aussi : 


. I (tx) a à 
R W< P(pe®) = | P(re . 
Vx € p<T (pe) 2x k (re ) 72 — 2rp cost + p? 
—rrr 


noyau de Poisson 


Cette formule intégrale exprime la fonction P dans le disque D(0,r) à l’aide de P sur le bord du 
disque . 


e Diverses expressions du noyau de Poisson. 


On pose : 


r2  p? 
— R 
P(6) r2 — 2rp cos 0 + p? FER, 


À p fixé dans [0,r{, P,(.) est une fonction 27-périodique continue et à valeurs positives sur R. 


P, (0) = RE] = Re(1 + Le) 5%, (£)re- nb] = Refl +25%, (Lÿre-in0) 


1—-£e 
L sd 


donc : 


1425 cos(nô) 


Voici un portrait intéressant du noyau de Poisson : cette fonction des 2 variables p et 0 est un objet 
hybride mi-série entière mi-série trigonométrique. 


Par convergence normale en @ sur [0,27], on a : 1 P,(0)d0 = 1 


27 
On a aussi : > 
É n Er TA] 5 e "0 Nr e°0 
PO(8) = 1+2Re[) 7 (5e +26 +36 
n=1 
donc : 
- P 0 
P, (0) = >» QE in 
— 00 
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2.2 Formule de Parseval 


Soit : 0 <r < R. Pour 0 dans R, les 2 séries numériques 5° a, r” e"? et Dar" e "6 sont absolument 


convergentes donc leur série produit converge absolument et le théorème de Cauchy assure que : 


5 >. dot arte i(p—4)8 ) rP e'P0 D Ecr re "10 =| f(re Fe 


n=0 p+9=r p>0 qg>0 


__ aÿrlagrieP-9)0 | est majoré indépendemment de @ par 
p+q=n P q J P P 


Un = Dprgnl pr? [lagrt | et, puisque Yu, converge (produit de Cauchy de la série absolument 
convergente ÿ_ | a, | r? par elle-même), la série de fonctions ÿ;,, >] 


normalement sur [0,2x|. 


Da 4 eilp—a)0 
p+a=n apr agrie converge 


On écrit alors : 


27 
Î | f(re) | dé= Sr" y, Gp Aa 2N Op = Dm r2 27 


n>0 p+q=n 


1 27 


| lftre?) Fdd=Y |anlPr" (0<r<R) 
n=0 


Exercice : principe du maximum Si f n’est pas constante, f ne peut admettre un maximum 
local en C. 


On a : 


1 


27 | 
HO P=lanP< ge [1 ftret) dé (o<r<R) 


donc : | /(0) P< M? où M, = Mazpcpzal fre?) | 


Si f admet un maximum local en 0, on choisit r dans |0, R[ 
tel que | f(0) = M2. Ceci impose : | an |? r?* —=0 pour n>1 
d'où an = 0 dès que n > 1. 


Exercice : Comportement ”litigieux” d’une série entière au bord 

On suppose : R>1 

a) Si f est bornée (par M) sur D(0,1), alors > | a, [? converge. (un théorème de Fejer) 

b) Si on suppose de plus que (a,) est à valeurs dans Z, alors f est un polynôme. 

c) application : on envisage la série entière ÿ° SE z® avec les conditions 0 <a<1;1-a<8B< 1. 
On peut montrer que sa fonction somme f, continue sur le disque ouvert de convergence D(0, 1), est 
définie sur le disque fermé D(0,1) et possède donc des limites radiales en tout point de S1. 

(cf annexe 1 et RMS-6 fevrier 1994). Et pourtant, a) assure que f n’est pas bornée sur D(0,1); Ilen 
résulte que f n’est pas continue sur D(0, 1). 
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Pour a) et b) 
Pour0<r<letN>1l, 


N 


1 27 | 
Dia Pr < D [7 1 H(ref) Fan < M° 


k=0 


On fait : r —> 1 et on obtient : EN an? < M? (pour tout N > 1) donc la série à termes 
positifs 37 | a, |? converge. 
En particulier : | a, [?— 0. Si on suppose que (a,) est à valeurs dans Z, nécessairement a, est nul 
à partir d’un certain rang. 


2.3 Fonction continue sur D, série entière sur D 


Soit f : D = D(0,1) — C une application continue. On suppose qu'il existe une série entière 5 az" 
de rayon de convergence supérieur à 1 telle que : 


Vz € D = D(0,1) f(z) = Due 
n=0 


1) f est entièrement déterminé par sa restriction à S!. 


Ona:VneN Vrel0,1[ ar" = + OT f(rei)e- 0e. 
Le membre de gauche tend vers a, quand r tend vers 1; Le membre de droite est une intégrale 
dépendant du paramètre r et puisque l'application (r,0) — f(re“)e-#"® est globalement continue de 


[0,1] x [0,2x] dans C : 
27 


lim,_,1- de 
0 


, 1 f?2 , 
f(re)e- 040 = x] f(e)e- #6 de. 
27 0 


D'où : an = + sil tee "db 


2) Approximation uniforme de f par des polynômes 


Avec € > 0 fixé, on cherche un polynôme complexe e-proche de f pour la norme uniforme. L'application 
j est continue sur le compact D donc est aussi uniformément continue. On choisit alors 0 < n < 1 tel 
que pour tous u,v de D : 


[uv In 21 f(u) — f(o) I< 5: 


On pose : r=1-7€]0,1[etona:VzEeD |f(2)— f(rz) |< 5. 
L'égalité a, = + . f(e*)e- "#40 valable pour tout n € N donne la majoration | an [<|| f [Lx et 
assure la convergence normale sur D de la série de fonctions ÿ a,r”z". Ainsi, la suite de fonctions 
polynômiales (P, :2+ D arr" 2*) converge uniformément vers z ++ f(rz) sur D, ce qui donne un 
rang N tel que : Vz€ D | Px(z) — f(rz) [< 5. On obtient ainsi : || Pv — f [o< €. 
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2.4 La fonction balayage au créneau 


On veut étudier la série trigonométrique ÿ° te, Pour u dans R et n € N*, on pose : 


Gn(u) = XY_, Et (G, est appelé noyau de Gibbs) 


2.4.1 Convergence simple sur R 
Pour u # 2rZ, k dans N*, on pose : og(u) = Fe sin(nu) 


e og(u) = Im Re" _ Pise 


1—eu 


—eitk+1) 
donc : | ox(u) [<| 1 re _ |< et 
On peut aussi calculer o4(u) : 
eitRHI)U  —i(k+1)%  i(k+DL 
ok(u) = Im [ge eg — à] 


Lu sin((k+1)# 
= Im [ei*2 re 2) 
__ sin((k+1)$) sin(k$) 
F sin() 
et on obtient l'inégalité : | oy(u) |[< ETES 


e On regarde, pour p < q dans N°, la tranche de Cauchy 


Cha(u) =D snçuu) Par transformation d’Abel : 


Cpalu) __ sin(pu) dd sin(qu) 


P q 
_ Cp(u)—0p-1(u) | op+ri(u)—op(u) se L Cg-i(u)-og-2(u) | oatu)—0g-1(u) 
1 Î | . 1 . | NE | 1 F 
= (2 Lo (u) + + (Dr — Doy-1(u) + Loylu) — Lop-1(u) 


2 1 à. 
Chaque ox(u) est borné par PTE d’où : 


1 1 1 1 1 1 1 2 
| Cat) £ )+.. + Feel < : + 
OR GETG nt + 
Pour € > 0 fixé, on choisit N dans N (qui dépend de u) tel que : ne <E dès que p > N. 
2 


Pour p,q2 N,ona: l'Ésatu) (Ke: 
La série ÿ sn(uu) vérifie donc le critère de Cauchy dans R complet donc converge. 


2.4.2 Expression de ÿ 7 GE (O<+t< 27) 


n=1 


n 


sin(nu) 
DS LT’ . 


Pour u € R, on considère la série entière réelle ÿ° 
(Vue R) (V-1<zx<1) | snçu) ja | EP donc, par comparaison, ÿ° 
absolument et on note S(x,u) sa somme. 


sn(u) x" converge 


Pour déterminer une expression simple de S(x,u), on fixe x dans [0,1[ et on regarde la fonction 
S(x,.) définie sur R. 

La convergence normale en u de ÿ_ cos(nu) x” assure la dérivabilité de S(x,.) sur R et pour ue, 
on à : 
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(S(æ,.)) (u) = XX cos(nu)r" = Re(DE, (re*)") = Re(E) 


_ æcos(u)(1—x cos(u))— x? sin?(u) 
(1—x cos(u))2+(x sin(u))2 5 
d æcosu(1—xcosu)—x“ sin u 
donc : (5(æ,.)) (0) = ho ME 


1—zx cos(u) 


On reconnait la dérivée de f:ur arctan( Et), 
d’où, avec S(x,0) = f(0) = 0, 
zsin(u) 


S(x,u) = arctan( ) (—-1<z<l;uEeR) 


1 — xcos(u) 


æsin(t) ) 


1x cos(t) 
a ti) converge, par le théorème d’Abel radial (cf 


En particulier, on a, pour 0 <t < 27, S(x,t) = arctan( 


At fixé dans [0,2x{, puisque la série numérique Ÿ° 
annexe 1 page 67), on a : 


OO . 
sin(n 
hs St = ÿ 


On fait tendre x vers 1 dans l’egalité ci-dessus et on obtient : 
co sin(nt) sin(t) 2sin(4) cos(i) 
D 0) rt ) 


= arctan( ) = arctan( = arctan(tan(T — 5)). 


Comme-5< £ < 7, on a l’egalité : 


0 _T=t {0 <t < 97) 


Remarque 1 
On peut établir de même que pour 0 < t < 27, 


Remarque 2 | 
La méthode utilisée pour calculer 5%, ee) rappelle le calcul de l’intégrale oscillante ke 
par la transformée de Laplace ( cf page 34) et illustre les analogies entre la dite tranformée et les res 


© sinv dv 


entières. 


2.4.3 Pas de convergence uniforme sur [0,27] 


e Pour n € N°, on pose : tn = &. 


2 k=n k 22n 


Pour n > 0, Re 1 Er Re donc le critère de Cauchy uniforme n’est pas 
satisfait et la converdencé n’est pas uniforme sur [0,2x|. 
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e Autre vision de l'affaire; on suppose que (G;) converge uniformément vers b sur [0,27]. Par 
inégalités triangulaires, 


Ib [so — 1 b — Gn Îloo SI] En Too] En — E Îoo + 1] D Îloo 


et par le théorème des gendarmes, || Ga [|| b = 5 = 1,57. 


snkT : > : : SA 
1: | Gnlo> Gn(E) = FY 1 rt avec, par sommes de Riemann de l’application continûment 
nm 


st t 


prolongée t ++ sur [0,7], 


. T sint 
limn-+00Gn(e) = [ ed => 1,85. 
admis 


En passant à la limite dans l'inégalité ci-dessus, il vient : 3 2 1,85. 
Contradiction. 


2.4.4 Convergence uniforme compacte sur ]0,27| 
Soit : 0 < 06 < 7. L'inégalité & donne : 

2 - 2 
plsin()|  p|sin(à)| 


Vu € [6,27 — 6] Vp<gq |Cpa(u) |< 


Soit : € > 0. On choisit N dans N tel que : p> N = ai < € 


On a alors : | Chq(u) | € dès que : N £<p<q etu€e 0, 27 — 6] 
donc la série de sinus est uniformément de Cauchy sur [6,27 — 6|, 
donc converge uniformément sur [6,27 — 6]. 


Ce résultat est obtenu d’une autre façon page 38. 


2.4.5 Gy(x) = Y}_; 2Æ bornée indépendemment de n et x 


On veut majorer || Gr |} par une quantité indépendante de n. GA étant 27-périodique, impaire, 
continue en 0 et en 7, il suffit de trouver une constante K telle que : 


VneN* Vzel0,r| | Gaz) [< K 


Soit n € N* et x €]0, x]. On découpe G,; (x) arbitrairement : 
pourl<m<n, D gsinke =), Esinkr +3, rsinkx. 
On gère ne tranche de Cauchy Cmn = Dim 1 ESn Ex. 
Cr | d’après & 


I< … ÊTE: 
Par ailleurs, | 5%, £ sin kæ |< Dre 11 2E | <mzx 
Par inégalité triangulaire, | SK, À sin £x LÉ ME + Cane 
L'inégalité de Jordan sinu > ?u (u € [0,5]) donne alors 


nm 

1 

> — sin k&& | ME + —— 
2 | (m+1)£ 
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On choisit m = min (E(7) 
Sim E(T), mx < E(f)x < Te < met (m+1)£ >(t-1+1)221 
d'où : 


nm 
1 
(D Esinkr [& 7 +2 
k=1 


Sim=n,m=n<Tte |) Esinkr|(<TIr=7r 


bilan : || Ga [Lo T +2 


2.4.6 Avec les techniques précédentes 


On veut tester les techniques précédentes pour établir : 


2% cos nt 
>. ——— +30 m(-Inx). 


ninn 


Les vérifications sont laissées au lecteur. 


e Pour x €]0,2r[et N > 2,| DV, cosnx | rer € 
d’Abel, >; ®% converge. On note f(x) sa somme. 
e La série de fonctions ÿ: 2 converge uniformément sur tout segment du type [a,27 — a] (a 
arbitraire dans ]0,x|), ce qui assure la continuité de f sur |0,2r|. 


e Pour x €]0,2r{ et N = E(), on écrit (selon une découpe variable) : 
N 1 N 1 
f(x) = Do nhn D 2 ru T es N+1 un 


Chaque ne de Cauchy 3? _y 1 an (> N)est majorée en valeur absolue par 


4 os 4 1 
[1—et| NTDRU 1) 720 x Lin 


—4 cos nt 
- + donc le reste }%°_y,1 2% tend vers 0 quand x tend vers 0. 


et (H=)n>2 decroit vers 0, donc par transformation 


4 1 
[1—ett| (N+1)In (N+1) 


où : 


(££) 


n2 
1—cos nx 
On a : 0 < RU ninn po Du in. 


x? 2 2< 1—cos nx 
SN - Comme 0 < x°N*< 1, la somme finie  . "5. tend vers 0 quand x tend vers 0. 


: ri à N 1 N dt 
Par comparaison ”série-intégrale”, 37,9 — Nix J) 75 In(nN) 
rln(-Inzx). 


En définitive, f(x) <o n(—-Inx) 


16 


Deuxième partie 


Le décor 


On veut mettre des hypothèses de régularité sur f :R — € pour représenter f comme somme de 
série trigonométrique. 

Si une série de fonction du type ÿ a,cos(nx) + b,sin(nx) ou ÿ ce” converge simplement en xo, 
elle converge aussi pour xp + 27 et les sommes sont égales. Il est donc nécessaire de choisir f 
27r-périodique. 


inx 


3 Espace de Dirichlet D 


3.1 Définition 


On appelle Espace de Dirichlet le C-espace vectoriel noté D des fonctions de R dans €, 27-périodiques, 
continues par morceaux et vérifiant pour tout réel x, f(x) = [f(x+) + f(x—)] 


Pour f dans D, on pose : 


1 27 
IF Îloo= pp f@æ)| et | flh= _ | F(E) | dt 


Il | et || |l1 sont des normes sur D. 


3.2 Complétude de Cn(R,C) muni de la norme | | 
On pose : E = {f € C((0,21), C)///(0) = f(2r)}. 


On considère l’application 4 de (C([0,2x|,C),|| |) dans C qui à u associe le complexe u(27x) — 
u(O). 

ô est une forme linéaire continue (facile!) de noyau Æ donc Æ , sous-espace fermé du Banach 
(C([0,27[,C),| Île), est complet. 


L' application u — uüjlb2r de C2n(R,C) dans Æ est une bijection linéaire isométrique donc 
Con(R,C) est un Banach. 


3.3 Norme hermitienne sur D 


—<$, 9) : (f | 9) = + 1 fg est un produit scalaire hermitien sur D et on note || ||l2 la norme 
associée. 
Pour k dans Z, on note ex l'application x + e‘** de R dans C. 
La famille (ex) est orthonormale pour (|), et donc libre dans D. 


e A-t-on : (ex) base de D? 
Non! Sinon tout élément de D, combinaison linéaire finie des ex, est continue. Penser à une 
fonction créneau. 
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e A-t-on : (ex) base de C2 (R, C) ? 
Non! Sinon tout élément de Con (R,C) est de classe C! sur R. Penser à une fonction dent de 
scie continue. 


Exercice : la boule unité fermée de (C27(R,C),|| |2) n’est pas compacte. On prouve le 
résultat sans évoquer la dimension de C2 (R, C). 

Pour p £ q dans Z, pour x dans R, | e,(x) — e,(x) |?= 2 — 2Re(eïta-p}r). 

On a alors : || e, — e4 ||2= 2. Si la boule unité fermée de (C2n(R,C),|| ||2) est compacte, la suite 
(ek)xen admet une valeur d’adhérence donc une sous suite de Cauchy. Ce qui n’est pas. 


On veut à présent savoir si (C2n(R,C),|| |) (p = 1,2) est complet. 

Ce problème revient à étudier l’equivalence des normes || |} et || |loo. 

En effet, si || |, et || | sont équivalentes, alors toute suite de Cauchy pour || {|}, l’est aussi 
pour || |, converge donc dans le Banach (C2n(R,C),|| |) et par inégalité des normes, converge 
vers la même limite pour || |}. Réciproquement, si (C2n(R,C),|| |») est complet, l'application 
id : (Can(R,C),|| Îo) — (C2n(R,C),|| |») est une bijection linéaire continue entre espaces de 
Banach et, d’après le théorème de l'application ouverte (cf annexe 2 page 71), sa réciproque est aussi 
continue, ce qui donne alors l’equivalence de normes. 


Exercice : (Cn(R,C),|| |») (p=1,2) n’est pas complet. Le but est d’exhiber une suite de 
Cauchy de (Cn(R,C), || |») qui n’y converge pas. Pour n dans N, on définit la fonction f, sur R 
par : 


1. fn est 27-périodique. 

2. fn est paire. 

3. nt)="r AIS (#1. 

4. fa(x) = (PF si (LP <z<r 

e (fn) est de Cauchy dans (C2n(R,C), | |). 


Pour n < m dans N, 
p 1 (2)p+1 
fm — fn = 572 Jo" l'Âm(E) — fn(t) |P dt 


CT 
< [(-)?7 — nfPdt 
be —0 t 
——————_—_—  — 


convergente en 0 
(2)p+1 —p 
nm 


D'où le résultat. 
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e (fn) n’est pas convergente dans (C2 (R,C), || ||»). 


Si (fn) converge vers f dans (C27(R,C), || {lp), 
on a: Vo > 0 Je] fa(t) f()P d—0. (Y) 


Pour n tel que (1)Pt1 < a, nee = [a, r| 
Re 
donc, avec (9), [7] — f(+) |P dt = 0. 
tp+I 
Par continuité et positivité de l’intégrande, 
on obtient : f = —L- sur [a,r] et ce pour tout a > 0. 
xP+i 
f coincide donc avec x! L_ sur ]0,x]. 
æP+l 
Impossible car x: N'est pas continue en (. 
ati 
On a même vérifié que (f,) ne converge pas dans (D,|| {||,), ce qui assure que (D,|| |,) n’est pas 
complet. 
Exercice : | {||} (p = 1,2) x dans Con(R,C). Résultat acquis 
avec l'exercice précédent et la complétude de (C2n(R,C),|| [lx). Voici toutefois une preuve directe. 


On raisonne par l’absurde. 
On suppose : 1C > 0Vf € Con(R,C) || f [p> C || F Îloo: 
Pour n dans N*, on définit la fonction f, sur R par : 


1. fn est 27-périodique. 

2. fn est paire. 

3. la restriction de f, à [0, 1] est l'application affine (0 + 1, + + 0). 
4. fn) =0sii<r<r 

e Ona: | fn [o= 1 


eOna: | fn 
donc : || fn |? 


27 25 
donc : || fn [2< (535) 


e L'hypothèse de départ donne : Vn € N* > C. Absurde! 


=? 
Exercice : Cn(R,C) est dense dans (D,|| |:2) 


3.4 Sous-espace 7 des polynômes trigonométriques 


On note 7 le sous-espace de D engendré par la famille orthonormale (ex)£ez et, pour p dans N, on 
pose : 7 — Vect(ex, —-p < k < p). 


19 


3.4.1 T fermé dans (Cn(R,C),|  lls)? 


on suppose que 7 est fermé dans le Banach C2n(R,C). 7 est donc complet et vérifie la propriété de 
Baire (cf annexe 2 page 71) ; chaque S.e.v 7, étant fermé ($S.e.v de dimension finie) et d’intérieur vide 
dans 7 (sinon 7, contient une boule ouverte, et donc T par invariance par homothétie), la réunion 
Uen7? est d'intérieur vide dans 7. Absurde car U,enTp = T 


3.4.2 Coefficients de Fourier 


Dans le préhilbertien complexe 7, tout élément x s’ecrit PRE Trek 

(p,g € Z) avec xx = (ex | x). Si y dans T s’ecrit D Ep VE ER) on à: (x | g) = Dép TR Yr- Ces 
relations simples dans un préhilbertien muni d’une base orthonormée justifient, pour une tentative de 
généralisation, l’intérêt d'introduire les coefficients (eg | f) lorsque f appartient à D. 


Définition : pour f dans D et n dans Z, on pose : 


1 


27 
- f{u)e "du 


Cn(F) = (en | f) 


Cn(f) est appelé coefficient exponentiel de f et la série de fonction Ÿ° «, (f)e, série de Fourier complexe 
de f. 


SN 


Remarque 1 : S_c(f)e, est dite convergente (en un sens à préciser) quand la suite des sommes 
partielles centrées $,(f) = D , (J)er converge en ce sens. 


Remarque 2 : pour t dans R et pour n dans N*, on peut écrire : 


Cn(F)en(t) + C-n(fJe-n(t) = an(F) cos(nt) + ba(f) sin(nt) 


où on a posé : 


1 27 1 27 
ali (u) cos(nu)du ; b,(f) = — (u) sin(nu)du 
T J0 T JO 
On pose aussi : ao(f) = À . f(u)du. 


Lorsque f est à valeurs réelles, les a, (f) (n > 0) et b,(f) (n > 1) sont réels. On les appelle coefficients 
de Fourier réels de f et la série de fonctions © + 5 a,(f) cos(n.) + b,(f) sin(n.) est appelée série de 
Fourier réelle de f. 

Le terme a; cost + b1 sint, de même période que le signal f, porte le nom de terme fondamental. Le 
terme an cos nt + bsinnt n€ N*, de période 2z, est appelé harmonique de rang n. 

Premier exemple : 

Si M +) Len: An COS nt + b, sin nx est une série trigonométrique uniformément convergente, de somme 


f, alors nécessairement f est dans C2 (R, C), et sa série de Fourier coincide avec 


ao : 
ci + > An COS NT + Dh sin nx. 
nEN* 
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Exercice a) Montrer que : 
p 


Pen Stpjalfri(tes Née enr. ta 
k=—p 


es 
noyau de Dirichlet D} 
b) Montrer que D, est pair, 27-périodique et continue sur R avec : 


sin(p + à)t 
—— ©? et D,(0) =2p+1 
Sin 2 


Vtel0,x] D,(t) = 


c) Vérifier que : + de D(tidè= 1 


4 Dans CR, C) 


4.1 Unicité des développements...première...action 


Soit f non nulle dans C2, (R, R). 
Alors les coefficients de Fourier de f ne sont pas tous nuls. 


preuve : on raisonne par l'absurde en supposant que : VW eZ c(f) =0 
Quitte à remplacer f par —f, on choisit c € R tel que : f(c) > 0. On vérifie sans peine, que pour 
n E Z, cn(f(. — c)) = e "“c;(f) (cf infra). En remplaçant au besoin f par f(.— c), on fait : c = 0. 


Par continuité de f en 0, on choisit 0 < h < 5; a > 0 tels que: fZ>a>0sur]—-h,hl. 


Pour ne N*etzEeR, on pose : u(x) = 1+cosx — cosh; Paz) = (v(x))}". 


FF) Pa(ode = [+ nm un 
> 2a fj' P,(z)de— || f |lco Je Pl 


v est impaire, décroit sur [0,x|, est bornée par 1 sur [h, 7] 


De à: [7 f(x)P,(x)dx > 2a [à P,(æ)dx — 2x || lo 


La fonction cosinus est concave sur [0,h] (O<h<3) 
donc, pour x € [0,h], cosx > 1 — eh, > 0 
d'où : 
h h 
1—cosh h 1 
Î n(a)dz Î (2 — cos h æ)"de at cos À) ] 


Il vient : 0 — JL FR), (md > rl E — cos k}"#1 — 1] — 27 || f Ile 


Or le membre de droite de l’inégalité tend vers +o quand n tend vers +co. Contradiction |! 
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4.2 Régularité des éléments de Cn(R, C) 


Propriété : toute fonction f continue 27-périodique de R dans C est uniformément continue. 


Preuve : la justification repose sur le théorème de Heine et sur une technique de débordement. 


e f est uniformément continue sur le segment [0,4] (Heine) 


e Si2 réels u,v (u < v) sont 2r-proches, u — 27E (2%) et v — 27E (7) sont simultanément dans 
[0, 4x]. 


e Soit € > 0. On choisit a dans ]0, 27] tel que : 

Væ,y €0,41] |y-x<a=]f(y)-f(x)KKe. 

Si 2 réels u et v (u < v) sont a-proches, ils sont 2r-proches et leurs translatés x = u —-2r7E(%), 
y = v—2rE(--) sont a-proches dans [0, 4x] d’où, par périodicité de f : 
| 


| fu) — f(u) El fu) — f) K€ 


: 


Exercice : compacité de K;—{f(.+T)\TreR} Soit: Y:r+ f(.+7) de [0,2x] dans K}. 


e Ÿ est continue sur [0,27]. 
Soit 7 dans [0,27] et (rn)hen une suite de réels de [0,27] qui converge vers rm. Soit : € > 0. 
Par uniforme continuité de f sur R, on choisit & > 0 tel que : 


Vu,veRrR Ju—-vl<a—|f(u) — f(u) [<E. 


On choisit N dans Ntel que: VW >N [7-7 |< a. 
Vn>N VreR |f(t+7) - f(t+7)|<Ee 
d'où Vn>N I FC + 7n) — f( + 70) [lo € . cqfd. 


e West surjective. : 
Soit : f = f(.+7) € Kf. On pose : F=T-2rE(—). On a f = Y(F) avec 7 € [0,2x]. 


e A-t-on Ÿ injective ? 
NON! Y(0) = Y(2r)! Il ne faut pas rêver : si tel était le cas, K} serait homéomorphe à [0,27]. 


Exercice : convergence simple et uniforme de (1 Se 2r)) pour f € Canr(R, C) 


eSoit:xeRr ? Res: f(x + 2£x) est la somme de Riemann de f associée à la subdivision 
(x, x + ou + 20-Dr ,æ + 27) et au pointage ((x,x + ne + 2e-Dr), Comme f est 


continue, À 5%, f(x " 2h) tend vers da f(t)dt = co(f)eo(x) quand n —+ +00. 


e Soit: Ee > 0. 
Pour x ER, n € N*, on pose : 
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1 —1 2k 1 — 
Ar) = 5 240 fe + 2) = 2 LT FO dt | 
On compare facilement des objets de même allure d’où l’idée décrire : 
ni y 2H 


Î TT that = 3 Î f(bdt. 


2kr 


k=0 "TT nn 
Il vient : 
1 5 nl] 27 2kr + 2ŒHDr 
Auf) < HXrol Ef(c+ 2) Pur  J(dt | 
nie _ é 
< F | Joyae" (f(x + 2Ex) — f(t))dt | 


£ 21 n—1 2+ 20 2kT t dt 
S 27 2Lk=0 J42kr LÉ) 7 


Soit à > 0 tel que Vu,veR |u—-v|<a—=| fu) — f(v)|[<Ee 
On choisit No € N tel que Vn > N T<a 
Pour n > No, | f(x + Et) — f(t) |< € dès que t € [r+2Æ,x- 


Agir + n 2 e < €. D'où le résultat. 


Exercice : |VreR S;(f)(x) —- f(x) =o(inn) (f € Con(R,C)) 


Quitte à remplacer f par f — f(x), on peut supposer : f(x) = 0. 


SAC) = 27 fs ÉCG — 9 Da L. Jo fe D DA(t)dt 

L + pu D, (x — u)du + pr Jo f - —t)Dh(t)dt (changement de variable) 
= 7% Jo (u)Da(u — x)du T 2m cn (&—t)Da(t)dt (Dn pair) 

= À [7 flex Lt)D,{bdt+ . ee (x —t)D,(t)dt (changement de variable) 


1 T 

ë = 

a) = > 

La seule difficulté dans le contrôle de cette intégrale se situe au voisinage de 0. Y cohabitent en effet 
le noyau D, proche de 2n + 1 et le crochet uniformément (par rapport à t) proche de f(x) = 0. 


[f(x +t) + f(x —#)]D, (t)dt 


Soit € > 0. On choisit 0 > 0 tel que : 


Vu,u ER |u—v|<6—| f(u) — f(v)|<Ee 


2 || f Îlo Î 1 
S, |< D dt 
| Sa(F)(x) = ef | t)1dt+ 2r 5 | sin à | 


constante K 


< € ES [sin (n+ D y K 


T sin 5 


: 1 
A LG 2 y LK (Vx e [0,5] sinx > 2x) 
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Lx nu 
<e 2" que K 


1 | : 
Or: SE Isinul 7 < l'A SU nul qu 


üu 


a CPE SE pur in ul qu 
7m [sinu k+1)r | 
Je du + Dia re Jen" 1sinu | du 


T 


IN UN /A 


7 fsinu| 2&n 1 
Dm Lee 


d'où : | S(f)() I<e2D ni i+e fr dut K 


D ‘où le résultat. 


Application : densité de Cl(R,C) dans Con(R,C) Pour f dans Con(R,C), considérer la suite 


1 
de fonctions f,:zrn [Tr f(t)dt et montrer grâce à l'uniforme continuité de f que (f,) converge 
uniformément vers f. 


Au passage, on obtient ”en cascade” la densité de C£_(R,C) dans C2n(R,C) pour 1 < k < +00. 


On peut aussi noter que ce résultat n’est pas étranger à la convolution ; 

si on pose, pour u € R et n € N°, pu(u) = n Xjpu(nu), fn est la convolée de f par pA. Il est assez rare 
pour noter que f n’est que continue et que le noyau p, n’est même pas continu alors que fn = f * Pn 
est C1 sur R. 


4.3 Densité de 7 dans CR, C) 


ele 

énoncé : la famille (ex )gez à, en plus d’être orthonormale dans (D, |), une autre qualité remarquable : 
le sous-espace 7 (des polynômes trigonométriques) qu ‘elle engendre est dense dans (C2 (R, C), || |). 
Remarque : les inégalités || {1 < {| |l2 < | [l donnent la densité de T dans (C2n(R,C),|| |). 


Enfin, la densité de C2n(R,C) dans (D,|| |2) assure la densité de 7 dans (D,| ||). 


Preuve : voici une démonstration originale (?) du théorème ”trigonométrique” d’approximation de 
Weierstrass. Elle repose sur la densité de Ci (R, C) dans Con(R, C) et sur les propriétés des G, (noyau 
de Gibbs) 


L'idée est de montrer qu’une fonction g de CI (R,C) est limite uniforme des sommes partielles de 
sa série de Fourier (cas particulier du théorème de convergence uniforme de Dirichlet), et donc limite 
uniforme de polynômes trigonométriques. Maintenant une fonction f de Cr (R, C) peut être approchée 
uniformément par un élément g de Ci(R,C) d’où, en 2 temps, la densité de T dans Con(R, C). 


Quitte à remplacer g par g — co(g), on peut supposer _ 7 g=0 
PourneN*etxeR, on pose : A,(x) = S,(g)(x) — g(x). 
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+ on écrit : S(g)(e) = % Jo” [1 + 272 cos(k(æ — #))Ig(b)dt 
— _ - T25 y cos(k(x — t))]g(t)dt car Cp(g) = 0 
Les fonctions g et tr 257%; cos(k(x — t)) sont de classe C!, donc par intégration par parties : 


SG) = D UE D) (oper à (2 DE Zoin((e — #)) d/(Ddt} 


k=1 


—0 parpériodicité 
ch 1 2 sinkt g'(x — t)dt 
=2g *Gn(x) 


e On rappelle que Vn E N*VER | Ghlt) | M avec M = 7x +2 et on remarque que la fonction g/, 
élément de C2n(R, C), est bornée. 


Pour0<Ô<7, 
27 1 f$ 1 [27 1 f2T— 
Sa (g)(x) = À [7 g'(x — t)Gn(t)dt = = 7. 52 . 4 1 [l 
ui 0 T J2 TK JS 
borné par 22 ||g'||oo M noté rn(x) 


9! € Conr(R, €) étant bornée et (G,) convergeant uniformément sur [6,27 — 6] 


vers b : 1 ++ Æ, la suite de fonctions rh : æ ++ À ci g'(x —t)Gh(t)dt converge simplement vers 


Fe SN LS Ég'(x —t)(r - tjdt. 


La convergence de r, vers r est même uniforme ; en effet, Vx € [0,27 — 6] 


Vn N° |r(z) —r(x) < % || 9 ll (27 — 28) Supreis.2n0 | Gn(#) — BE) 
et le membre de droite de 1” inégalité, via la convergence Le de (G») vers b sur [6,27 — 6], tend 
vers 0 quand n tend vers +oo indépendemment de la variable x. 


ePourneN*etreR,|A,l(x) |[< 2MIg' Île 5 + [rn(x) — g(x) | 
———, — 


ôn(x) 


| Be) [SI mn) — rx) | + 1 re) — E Jo" g'(e — 6) (x — tjdt | + 
+ Jo” de —0)(r —tjdt— g(x) | 


Le dernier terme de la somme vaut : | 4 or g'(x —t)]t dt — g(x) | car avec la 27-périodicité et 
le caractère C'! de g, su g'(xæ — t)r dt = 0. Par intégration par parties, Fed —g'(x —t)]tdt = 2rg(x) 
donc ce dernier terme est nul. 
à de : 27—(27r—6) 
Le terme médian est borné par À || g’ [le 7 + Br-CGr)] 1 9 Îlæ 7 ie | 9’ Îloo Ô 
e Soit € > 0. On choisit No € N tel que : 
VxreR VneN n2>No—|ra(x) —-r(x Li 
Avec 6 choisi dans ]0,r| tel que (1+ 22) | 4 [x 8 <$,ona: 


VzeRVn > No | Ant) [Ke 
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Exercice Unicité des développements en série de Fourier dans C2n(R, C). 
Si un élément h de C2n(R,C) a tous ses coefficients de Fourier nuls, alors À est l’application nulle. Ce 
résultat est le point de vue trigonométrique de la version élémentaire (version ” continue”) du théorème 
des moments. Il signifie que l’orthogonal de T dans C2n(R, C) est trivial. 


Preuve : on envisage une suite (Px)£en de polynômes trigonométriques qui converge uniformément 
vers h € Con(R, C). À est bornée donc (hP4) converge uniformément sur R, vers | À |?. 

D'où limite DTRP = [| à 

Or:VkEN f"hP=0carVnezZ c(h)=(h|e)=0. 


Il vient [| h[2=0 et par continuité et positivité de | À |?, h = 0. 
0 


application : pour f € Can(R,C), si ÿ_ | ca(f) | converge, alors la série de Fourier de f converge 
uniformément sur R vers f. 


La convergence uniforme sur R de la série de fonctions continues Ÿ° c,e, est assurée par convergence 
normale. Soit g sa somme, élément de Con(R,C). Dans le c,(g) (n € Z), on peut intervertir les signes 
Jet X etobtenir: WneZ c(g) = cn(f). 

h = f — g appartient à C2n(R,C) et a ses coefficients de Fourier nuls donc h est l’application nulle. 
cqfd. 


Exercice Pour f € C2n(R,C) et n € N*, on pose : un(f) = her f(). 
montrer (P(f)) : (un(f))new+ converge vers 1(f) = + . f(t)dt. 
Autrement dit, la suite (f(n))1eN converge en moyenne de Césaro vers la valeur moyenne de f. 


e Vn € N* Un(eo) = 1 = + S eo 
1 


: Vn = N* Un(e1) — - + er — lie donc È | Un(e1) |< n Te 


donc (un(e:1)) converge vers 0 = Æ [27 e:. 


Lorsqu ‘on enroule N autour de S!, la répartition obtenue sur S! montre une certaine symétrie par 
rapport à l’origine. 
Y-a-t-il des zones de concentration ? 


e On remplace e1 par e (p € Z*) et on enroule pN autour de S : 
Ces changements d’echelle visent à faire exploser les zones de concentration éventuelles. 
VpeZ* VneN* Jule) [= 1] [1< af 2 


nl 1—-e? —e?| 


donc (u(e,)) converge vers 0 = Le Ép 


Les changements d ‘echelle ne perturbent pas la symétrie par rapport à 0. D ‘où une certaine uniformité 
de la répartition. Ce phénomène n’est pas ”trop” surprenant si on a en tête que N + 272 est proche 
du sous-groupe additif Z + 27Z de R, dense dans R. 


e Par linéarité de u,(.) (n € N*) et de I(.), (P(.)) est stable par combinaisons linéaires donc valable 
pour les polynômes de 7. 
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e stabilité de (P(.)) par convergence uniforme. 

Soit f € C2n(R,C). On considère une suite (P,) de polynômes trigonométriques qui convergent 
uniformément vers f sur R. 

Pour nEN*etkenN, 


Un(F) — IF) = un(f — Pe) + un (Pr) — I(Px) + I(Pr — f) 
donc : ['un(f) —1(f) 1<2 | f — Pe Îloo + |'un(Px) — 1(P4) | 


par continuité des formes linéaires u, et 1 pour la norme | | 


Soit e > 0 et k- € N tels que : || f — P£ [x € 

On a alors : | un(f) — I(F) |[S Mn = 2€+ |'un(Pr.) — I(P4.) | 
e et k- étant fixés, on a : M, — 2e. 

On choisit alors No dans N tel que : Vn > No M, < 3e. 

D ‘où le résultat. 


Autre point de vue : 
on considère le sous-espace de Con (R, C) : Q = {f € Con(R,C) \ (P(f)) est vraie} et on prouve par 
densité-fermeture que { est C2rr(R, C). 


_——. set 2e … 
t x a QUI 
application 2. E r 2- LT en + 00 


Pour N € N*, on évalue 


Pour 1 < k < N, on pose : ug =| sin k | 2 et Ru 


T 


eAy=H-R+ nr, PIC) par transformation d’Abel 
< 


e Pourl<k<N,0x=kl[E . | sin p | — 2] donc, d’après l'exercice (avec f :t | sint |), ox 
est négligeable devant k. 
1. R-0 (N — +oo) 


0/1 
2. FD = (7) 
La série harmonique est une série à termes positifs divergente donc par sommation de la 
# N—-1 Ok a 
relation 0, ÿ y RAÏ = o(nN) 
On a prouvé que A est négligeable devant In N. 
D ‘où le résultat. 


remarque : on a montré que la suite a, = n(2x), dense dans [0,27], vérifie : 


n—1 2x 
Vf € Con(R, C) D ed  . _ f(b)dt. 
k=—0 
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Ce type de propriété est lié à la répartition des termes de la suite dans l'intervalle mais n’est pas une 
conséquence de la densité. Pour s’en convaincre, on considère la M, =] ue |, dense dans [0,1]. 
Si f est la fonction proc eee sur |[0, : par f(x) =zx(1-x);ona:; are — ë et pourtant, 


LS 0 f (8x) = 1) dlsnk|- + Lo -j cos 2k tend vers 2_i£S. 


Exercice Soit : f € Con(R,C). On rappelle : Kf = {f(.+7Tr)\7r € R}. On suppose : 
VpeZ  c(f) 0. Alors H} = Vect(K}) est dense dans (Cn(R,C),|| {læ)- 


Il suffit de vérifier Me : VbezZ &E€ H}. On Dose : w= fe-». D'après l'exercice page 23, la suite 
de fonctions (25%, Lo. + + 2e) LISE : ere f(. + 2%7)]le_,) converge uniformément sur R vers 
co(p)eo = c(F)e0 le : 


n—1l 
1 7 2k 
Ve>O02N>0Vn>NVxEeR | — > e Pin f(x + Je -n(x) — cp(PJeo() [< € 
7 =0 


Or : 

ED EP f(r + E)e p(r ) 

=|e_(o) || LE ee fe + r) — c (fJe (x) | 
ei, — 


=1 
On a alors : c (fe, € Hf. Puisque c, (f) Æ 0 et Hf S.e.v de Con (R, C), on a enfin : e, € H}. 


e 2e Théorème de Fejer : 
pour f dans C2n(R,C), la suite de fonctions o,(f) — AT D _x_0 Sk(f) converge uniformément sur R 
vers f. 


Outils pour la preuve ; exercice D Montrer que : 


Un € N* on(f) = £ [OT f( — LEE x OT f(E)Fn(. — dt 
k=0 I=-k 


noyau de Fejer Fn 
Onécnt:tl=fsF 
b) Montrer que F} — AT Do Dr est pair, 27-périodique, positif et continu sur R avec : 


Vtel0,x] Fat) = et Fh(0)=n+1 


c) Vérifier que : L [7 F,(t)dt = 1 


0 
k : 
d) Vérifier que : F =D 5 ,(1— ex = nn: DE nin+i-]|kl)ez puis que Fri = x D? 
e) Noyau de Fejer au service du noyau de Gibbs 
Pour x € [0,1[ett € R, on pose de façon licite : S(x,t) = je 
et on rappelle que : S(x,t) = arctan(2#ni) 


e Montrer : S(x,.) * Fn(t) = 3% Dur Fersen 
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e En déduire : | 37, SEgk € T +1 
e conclure que (|| Gy | ) est Doée 


La preuve du théorème de Fejer est donnée en annexe 8. 


Application 1 On retrouve l’unicité des développements en séries de Fourier dans C2 (R, C). 


Si f, g appartiennent à Con(R,C)etsiVkeZ «(f) = cx(g), 
alors VEN o,(f) = o:(g) et en passant à la limite dans 


IF —9 Too F — Gn(F) Île + | an(g) — 9 Îloos 


on obtient || f — g |X< 0 ie f = g. 


Application 2 Pour f € Can(R, C) et xo € R, si (S,(f)(xo))nen converge, alors S,(f)(xo) — 
J(æo). 


utiliser le fait que la convergence ” usuelle” d’une suite numérique implique la convergence en moyenne 
vers la même limite, puis le théorème de Fejer. 


Application 3 Soit B la partie de C2n(R,C) formée des fonctions dont tous les coefficients de 
Fourier complexes d'indices strictement négatifs sont nuls. 
e B'n'est pas dense dans (C2n(R,C),| |). 


Par l’absurde, soit (P;)£en une suite de B qui converge uniformément sur R vers e_1. Puisque e1 est 
, : ÿ : 27 ; 27 

borné sur R, (e1P£) converge uniformément vers x + 1. Il vient 27 = o 1= liMx +00 k ei Pr = 0. 

Contradiction. 

e B est fermée dans C2 (R, C). 


Soit (fh)pen une suite de points de B qui converge uniformément sur R vers un élément f € C2n(R, C). 
Pour n < 0 dans Z, e_,, étant bornée, (f,e_) converge uniformément vers fe_, d’où : 
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fes — Entf) 


De sel) = 
7 T 


=0 
cad : f € B. 
e B est l’adhérence des fonctions polynômes en e1. 


B, fermée dans C2 (R,C), contient les polynômes en e1, donc contient l’adhérence des polynômes en 
ei. Réciproquement, pour f € Bet ne N, chaque Sz(f) (0 <k<n) se décompose sur (e0,.…,en) 
donc o,(f) égal à AT D ko k(f) est un polynôme trigonométrique en e1. Reste à conclure avec 
Fejer. 
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Application 4 Soit f : R — R une fonction continue, 27-périodique et impaire. On suppose que 
sa série de Fourier Ÿ° b, sin nx est à coefficients positifs. Alors (5,(f)) converge uniformément sur R 
vers f. 


Le théorème de Fejer suggère d'écrire : 


I Sn(F) — F Too] Sn(F) — En(F) Îloo + | On(F) — F Îloo 
et il s’agit alors d'évaluer | S,(f) — on(f) |. 


VzER A,(x) = Sn(f)(x) — on(f)(x) 

= —{(n + 1)(b1 sin x +. +b,sinnx) — 

[b1 su + (b1 sin x + ba sin 2x) +. + (b\sinx +. +b,sinnx)]} 
en. [b1 sin x + 2b2 sin 2x + … + nb, sinnd| 

donc : VreR AARIES es: Do kbk (br > 0) 


Il suffit à présent de prouver que (nb,),eN+ converge en moyenne vers 0. 
e première étape : nf) ) tend vers 0 en +oo. 


Soit € > 0. On écrit : 
T T 


Vn>0 off} —) KI one —) 
20 Gp AG) GG) 
On choisit N entier tel que : 
T T € 
2 N n < n o< A 
MEN GG) lon) — ok 5 
Comme f est impaire et continue sur R, f est nulle et continue en (0. 
On peut donc choisir N; > N tel U :Wm>N | FGrrD )|<5 


On a alors facilement : | o,(f)( ICE 5) Kesin>M 
e deuxième étape : ma Do (n + 1 — k)kby tend vers 0 en +oo. 


Vn > 0 On(f)Grrn) — HT Da (nm + 1 — k)bk Snkrn Tn+D 
donc On(F)GrT) > HT Srulmil hjbe kr 
avec l'inégalité de convexité sinx > ?x (x € [0,7]) 


d'où on(P(é) > mx Dia (ne + 1 — H)khx > 0 
cqfd avec le théorème des gendarmes. 


e troisième étape : es. Do kbk tend vers 0 en oo. 


my Der ce +2 — k)kbx 
TH DE (2n +2 — k)kbx 
(+ : un kbx 


1 
Afn+1) 2x1 # 
0 


et par le théorème des gendarmes on a le résultat voulu. 


: 


VW | À À 
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Troisième partie 


Coefficients de Fourier en modes réel et 


complexe 


L'écriture c,(f) à 2 entrées n € Z et f € D suggère l’étude des 2 objets c;(.) 


(Cn(f))nez (f fixée) 


4.4  Coefficients de Fourier de 2 transformées 
Soit f dans D et n dans Z. 
e coefficients de Fourier de f : + f(x) : c(f) =c_n(f) 
e coefficients de Fourier de 7,f : 4 f(x + a): Cn(raf) = e""cn(f) 


Exercice On fixe a dans R. 
f — rf de D dans D est linéaire continue pour | {l, || {l2, || 1. 


Exercice On fixe f dans D. 


at Taf est continue pour || {2, || ||: 


4.5 n fixé dans Z, application c«, de D dans C 


Cn est clairement linéaire. 

Pour fe D,ona: |cn(f)|< Jo" 1 F1 = f la SAS Ile II À Îloo 
donc c est continue de (C2m(R,C),|| ||») dans €  (p=1,2,00). 
De plus, f = e, réalise l'égalité dans les inégalités précédentes 
d'où : [|| cn [|p= 1. 


Exercice On démontre le résultat suivant : 


si f dans Cn(R,C) a un coefficient de Fourier nul, alors AH}; = Vect(K}) = Vect(f(.+7r);r € R) 


n’est pas dense dans (C27(R,C),|| {l>). 


On choisit n dans Z tel que c,(f) = 0. 

Ona:VrER c(fr) = e"Tcen(f) =0 donc: VgE H}; cn(g) = 0. 
Cn étant continue sur (Con(R,C),|| ||æ), il vient : Vh € Hy ch) = 
Or : Cn(en) = 1, donc e, n’appartient pas à H. 

D'où le résultat. 


4.6 f fixée dans D, suite des coefficients de f dans /®, l?, l! 


4.6.1 Un lemme de Riemann-Lebesgue qu’on décline 


Soit a < b dans R. Pour f continue par morceaux sur [a,b] et À€ R, on pose : I, — A f(the dt. 
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Proposition 1 Si f est C! sur {a,b|, alors on a : 
limi ro = 0 


Pour À > 0, après une ren par parties justifiée par le caractère C1 de f, on écrit : J\ = 
:[-f(b)e + f(a) ea pe f() ef\dt] 
donc : | x |[< +f2 | f lo +(b — a) || f Im]. D'où le résultat. 


Remarque (valable aussi pour les propositions suivantes) 
Par utilisation de f : x f(—-x), on déduit : limj_ 1911 = 0, 
puis par combinaisons linéaires, 


b b 
lime | f(£) cos(At)dt =0 ; lim | f(t) sin(At)dt — 


Application Soit: a € R\Z. c, désigne l'application 27-périodique définie sur [—7T,x] par 
Ca(x) = cos(azx) et Ÿ az cos kr sa série de Fourier. 


La série numérique Ÿ2 ax converge et D, ax = 1 — T2 


TT 


Pour x dans [0,7] et n dans N*, on pose : Cn(x) = D x 0 cos(kx). 


Pour x £ 0, 

sin(3)Cn(z) 

= 3 Dr=o(sin((k + 3)x) — sin((k — 5)x)] 

= } [sin((n + Lx) +sin(£)] par télescopage 
donc : 


sin((n + Lx 
ve do] Ge) = RS +] 


(On remarque que C, est continue en (.) 


Pour n € N*, 


Din 
= 1 pr. (cos(ax) — 1 , cos kx dx car [T3 7. cos kxdx = 0 
x 2k=1 


2 pr (cos(ax) — 1)( Ca) - 1) dx par parité 
=2/fT cos)? jn((n + L)x)dx _ 12f (cos(ax) — 1)dx 
) 
) 


nm J—0 2sin(i) 
__ 2 FT cos(ax)—1 
— TE 
: . . 
m JO 2sin(5) 


12rsinra 
dx el a 


ul 


dx +1-— sin T@ 


TT 


On pose : D(x) — sz) 1 Dour x €]0, x] 
2 
® est C! sur ]0, rx] avec 


—2a sin(5) sin(ax) + (1 — cos(ax)) cos(5)  —a 
4sin?(#) 2 
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® admet un (unique) prolongement continu sur [0,7] (Ecrire que ®’ est bornée au voisinage de 0, puis 
avec l'inégalité des accroissements finis, établir que ® vérifie le critère de Cauchy en 0) 


À présent, ® est continue sur [0,7], dérivable sur ]0, x] donc pour x €]0,7|, CAO = ’(c;) avec 


Cx €l0,x|. Lorsque x — 0*, c,; — 0* aussi et ®'(c>) — = d’où la dérivabilité de & en 0 et la 
continuité de ®’ en 0. 


pe sin((n + )x)dx tend vers 0 quand n tend vers +00. D ‘où les 


D'après la proposition 1, + J, Zain(£) 
2 


résultats. 


Proposition 2 Si f est continue sur [a, b] et C! sur ]a, b], alors on a : 
limx-+001x = 0 


On découpe, par Chasles, 7, en 2 intégrales, l’une petite par le choix d ‘un petit intervalle d'’intégration 
(surlequel f continue est bornée), et l’autre qu’on contrôle grâce à la version précédente de Riemann- 
Lebesgue. 


application : cf di side 


Proposition 3 Si f est continue sur [a, b|, alors on a : 
lim; 10011 = 0 


remarque : quitte à séparer Re et Îm, on suppose f à valeurs réelles. 


Lemme C!{([a,b],R) est dense dans (C([a,b],R),|| ||) 


Soit g dans (C([a,b],R). On veut construire une suite de fonctions C! sur [a,b] qui converge unifor- 
mément vers g. On commence par prolonger g en une fonction continue sur [a,b + 1] en posant, pour 
2 > 6, g(x) = 9). 

Soit G une primitive de g sur [a,b +1]. 

Soit pour n € N°, Gi :x + n[G(x+1)-G(x)]. Gn est C1 sur [ab] et, par le théorème des accroisse- 
ments finis appliqué à G (G à valeurs réelles), pour x € [a, b], | Gh(x) — g(x) | s’écrit : | g(æn) — g(x) | 
avec Zn lt, x + |. 

On conclut à présent grâce à l’uniforme continuité de g sur [a,b +1] 


Preuve Soit € > 0. On a : 
b . b . b . 
[al f r@eNat- f ateñat | +1 f gttettat | 
a a a 
où g a été choisie dans C{([a, b], R) telle que || f — g |x< €. 


On a alors : | 1, |<(b—a) | f—g{lx +| [L°att)e\at |. D'où le résultat puisque, avec la proposition 
1, (mx ste [L° g(t)ei "dt = 
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Application 1 Soit f : D(0,1) — C une application continue. On suppose qu’il existe une série 
entière ÿ_ a,2" de rayon de convergence supérieur à 1 telle que : Vz € D(0,1) f(z) = D 0 An2": 
Alors (a,) converge vers 0. 

Ona:VneN Vrel0,1[ ar" = + ET fre? )e- "06. 
Le membre de gauche tend vers a, quand r tend vers 1 et puisque l'application (r,0) — f(re”)e-i" 
est globalement continue de [0,1] x [0,27] dans C : 


lim, L f(ref)e- #00 = : . f{e)e- #6 de. 
Ainsi : An = + fe f(e®)e- "040 et avec 0 + f(e*) continue sur [0, 2x] : 
27 à : 
liMn-+o se f(e)e— "0e = 0 


D ‘où le résultat. 


Application 2 (vérifications laissées au lecteur) Soit (a,b) €]0,27[°. La suite (1)1>1 défi- 
nie par 1, — a Net 9, ee — dE a) converge par Riemann-Lebesgue, vers 


b _eft  i pb t b—a …. a einb 2 . 
fa dt = 57, cotan(s) dt — 5%. Pour b = 7, la série 37 © converge (série harmonique alter- 


eina 


née), donc pour tout a €]0,27|, ÿ° et donc ÿ° sing convergent. On retrouve par ailleurs pour 


0<a<2r, 


n 


© 
D FT —& 
n 2. 


n=1l 


Remarque : On peut facilement reprendre les preuves ci-dessus et établir l’énoncé : 


Riemann-Lebesgue à paramètre 
Si f est continue sur [a, b], alors on a : 


b 
Ve>0 24>0 VA>A Vk>0 | fre ar I< €. 


Proposition 4 Si f est continue par morceaux sur [a, b], alors on a : 
lim +001 = 0 


Soit (ax)osk<n une subdivision adaptée à f. On écrit : 11 = Sr: _. f(thetdt. On considère 


a 


séparément chaque fe me f(t)eïtdt. On ne change pas la valeur de cette intégrale en remplaçant f par 


sa prolongée continue sur [ax,ax+1] et on peut conclure grâce à la proposition 3 sur chaque [ax, ag:1]. 


Proposition 5 
eVfED (cn(f}nez E KG 


e f — (ca(f)) est linéaire continue de (D,|| |1) dans {$° muni de la norme infinie. 
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4.6.2 À propos de | side 


Énoncé 
A N : +00 sint ï 
L'intégrale impropre a * dt converge et on a : 


Preuve 
e L'intégrale oscillante 1 st est faussement impropre en 0 


(borne 0 finie et prolongement par continuité de {++ sit en 0); 
e Pour u > 1, on a : J snif — cos1 — 1. “%tJt après une intégration par parties ; On a : 


t 12 
CŒu |£ L donc SU tend vers 0 quand u — 0. Par ailleurs, on a : | St |£ L donc, par comparaison 
m u üu } t t ? ? 


J à St dt est absolument convergente. /. 4 si dt possède donc une limite finie lorsque u tend vers +00. 


Pour n € N*, on pose : 


un = [| Ch(adr = | Î ne PS m= [| EE 1 jsin((n + 2))de 
| 


o  2sin(£) op æ 2sin(£) 2 


faussement impropre en 0 faussement impropre en 0 


T sin((n++)x) dx 


e un =7 donc J, 2sm(À) = 3 


e Soit ® l'application de [0,7] dans R définie par 


__ 2sin(5)-x 


® est continue sur |0, x]. 

. 2sin($)-x 
On a 2x sin(Z) 
De plus, & est dérivable sur ]0,7|, avec pour x €]0,7|, 
D'(x) — =} +2 donc & est C! sur 0,7]. 


. 2% 
4sin 2 


Par Riemann-Lebesgue, on à : lim; +ooUn = 0 


0 357 donc ® est continue en 0. 


x sin((n+ 5 )x) 


d’où : hims-rofs = dx — + 
i L 1 : | 
Or 2 4 es = FE sing d'où l'égalité : Le nt _ F 


Voici une égalité amusante au passage ; t + St est clairement intégrable sur [0,+c{ et, après 


intégration par parties sous forme propre et passage à la limite, on obtient : 
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Remarque 0 f}° sit et les transformées de Laplace (brève de preuve) 


On appelle À l’application continue sur [0, +oo[ définie par : h(t) = sut si & = D A(0) = 1, Pour 
À > 0, on pose à bon droit : F(X) = fe "%idt. En posant F,(X) = fe "#h(t) dt, on a une 
fonction continue en À, dérivable sur [0,+oo[, de dérivée F/ (À) = — fi e" sint dt. 


e Pour 0 < a < À, | F(À) — Fa(À) |=| Fr e Nh{bdt |<]| À lle le e "dt donc (F,) converge 
uniformément vers F sur [a, +co[, d’où la continuité de F sur l'intervalle ]0, +. 

e Pour 0 < À, Fr e" sin { dt converge et pour 0 < a < À, on peut écrire : | — one et sin t dt — 
FA) € RE e {dt donc F/ converge uniformément sur tout [a, +oo[ vers À + — Fe et sint dt. 
De là, F est dérivable sur ]0,+oo[ avec F'(À) = — 1 e-"sint dt. 

Par deux intégrations par parties, on a : F’(À) = —-L, et de ce fait : F(À) = C — arctan À. Or : 


1+à 
| F(À) |< Fe IR le dt = LES À > 0 donc lim, F(À) = 0 d'où: C=? 


On peut conclure de deux façons : 


e Façon ”pédante” : Utiliser l’équivalent d’Abel radial pour les transformées de Laplace (cf agrégation 
interne session 2001) : on sait que ne Stdt converge donc F(À) tend vers Jo “dt quand À tend 
vers 0*. D'où l'égalité : [° st qt = 


e Façon ” pédestre” : Pour À > 0, on écrit : F(A) =limn-o fj "€ “h(t)dt (x), puis 


nT __) (k+1)T eÀ _ 1 ï * kn+u)À sin u 
Lo” € “h(t)dt 5 _ her x fe Su | 


Our (A<E 
Pour À > 0, 5 (—1)"uy (À) est une série alternée, convergente d’après (x),donc on a la majoration 
uniforme en À > 0: 


LFQ) — 2 (1) ur (à) [K| (D'un (à) < 2. 
k=0 


F, limite uniforme sur [0,+oco[ de la série de fonctions continues 5° (—1)*uy, est elle-même continue 
sur [0, +ool. 
Pour À > 0 et a > 0, on peut aussi écrire : 


+00 t +00 : t a +00 
| te |. Ge A = / +] | 
0 u 0 L 0 a 


— À S 4: . nr 
Le reste intégral est dominé par 2 + 2, donc par 4. Le terme à distance fini est majoré par 


jf et)dt, donc par a(1—e"). Soit € > 0. On fixe a > 0 tel que À < 5 et a(1—e"*) tend vers 
0 quand À . vers 0 +. 


sit L 


Remarque 1 tr n’est pas intégrable sur [1, +oo|. 


sin?t ___ 1—cos(2t) 


+ — S l’est aussi par comparaison 


Sinon, tr 
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0< sin°t _ Intl : . Puisque f[.7® dt converge 
q 


Gtésration see ue par déeue. | a converge. Faux ! 
L'encadrement sin 2 < nil < 1 valable pour t > 1 et la convergence de É ne cos(2i) dt assurent que 


X 
ps 


dt est ?’en . X” au voisinage de +co. 


Remarque 2 comportement de la tranche de Cauchy Ch = f _ Eur? 


n 


lemme : Soit E un Revn, À une partie dense de E, (1) une suite bornée (par M) de (E,|| {|}) qui 
converge simplement sur À. 
Alors (l,) converge simplement sur E. 


Soit x € E, (x») une suite de points de À qui converge vers x. 
Il suffit de montrer que la suite réelle ({,(x)) est de Cauchy. 
Pour p < q dans N*etnenN, 


(x) — Dr) |<2M an — x | + lan) — lp(tn) |. 


On choisit N € N* tel que 2M | zx — x |< 5 
Puisque la suite convergente (l,(xn)))nenx est de Cauchy, on choisit no tel que q > p > no — 
l(&n) — lp(xæn) [< 5. Dans les circonstances dites, | 1,(x) — l,(x) |< € cafd 


complements e la fonction limite simple notée { est une forme linéaire 
e Puisque chaque /, € E’ est M-lipschitzienne, par convergence simple, { est aussi M-lipschitzienne. 


retour au probleme : pour n € N*, Cr hi re 


Pour f € E =C([1,2],R), on pose : l,( = pp t) | sin(nt) | dt 

ln(f) I<] f Ilsvalable pour n € N*, ({,) est une suite de formes linéaires continues 
bornée par 1 dans (E”,|| |||). 
Soit & le sev dense de (E,|| |) formé des fonctions en escalier sur [1,2]. Pourquoi ({,) converge-t- 


elle simplement sur & ? 


Par linéarité de !,, on se limite à une fonction caractéristique X{4,p) 
oùl<a<b<2 
[°|sin(nx) | dx = 1 | sinu | du = 1] PR + fers ] où on a posé : p, = E(%) +1 et qn = 


n na PnT 

E() 

Les termes bordants sont nuls à l'infini car les nombres positifs d et ed sont majorés par ”l’aire 
sous arche” 2, 

Le terme médian vaut : L . — 22[qn — Pn] OÙ n — Pn représente un nombre entier d’arches. 
Puisque nè=s —2< Qn — Pn < nie, ce terme médian tend vers 2-0) quand n tend vers +oco. cqfd 


En vertu du lemme, (/,) converge simplement sur E vers une forme linéaire continue notée /. Avec 
(E,|| Îlx) complet, la continuité de { peut aussi être justifiée par le théorème de Banach-Steinhaus 
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(cf annexe 2 p.71). Or let lifis 2 [ jf, toutes les deux continues, coincident sur la partie dense = 
de FE, donc ! = l par le principe de prolongement des identités. 


2n 
sin £ 2 
conséquence : | Cn — 1 | [lu — nt —In2 
T 
nm 


Le principe de prolongement des identités est un argument type ” densité-fermeture”. Proposer une 
variante en posant 


2 
Q={fEE\l,(f) we À / f} 


et en montrant que est un sev dense et séquentiellement fermé dans 


(E, | lo) 


Remarque 3 Equivalent en + de A . intl ge 


t X 
[ perl - | Et = pin X 
1 l 1 À 


où u = À est la valeur moyenne de | sint |. 
A | s : t | sint | —-u, qui à un coefficient de Fourier cp(s) nul, admet une primitive 
G:æxr Jj s(t)dt 2r-périodique. En effet, pour x € R, G(x+2r)-G(x) = per s(t}dt = 2rco(s) = 0 


HA 


L'idée est de montrer que : 


On a par intégration par parties : 


X X | G 
st) Lsint | y GX), [GE 
—— dt = — dt = G(1) - —— —— dt 
ll t Î A (1) X? Lu 1 FA 
G continue et 27-périodique est bornée donc 4) ) et 1e GO qe ont une limite finie quand X tend vers 


+oo. On a montré que 1 Eur” — Fr dt au a une limite finie en +o d'où l’équivalence souhaitée. 
On pourra comparer ce résultat à l'exercice page 24. 


Remarque 4 On retrouve le résultat classique relatif au noyau de Gibbs : 1M > 0VneN*ve 
[0, x] | Gn(t) I< M 
 . [0, x] et n € N*, 

Gn(t) = Yi = fo [C. 1]dx 
So . e)d8 + [Lo 


2sin ? 


done : | Gt) |< 5+ [| @ +] fé te  qr | 


sin(n+> S)x 
æ 


dx 


Dans le dernier terme, on ramène les 2 entrées n et t aux bornes par le changement de variable 
’u = (n + LUE Xr JL sou qu est continue sur |0,+c{[, possède des limites finies en 0 et en +, 
donc est bornée sur [0, +co|. 

D ‘où le résultat. 
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Exercice 1 Pour k € N*, on pose : Wy — ru side. 
1) Montrer que W}z — dr ui avec uw = (—1} [7 D (O0<I<k—1). 
2) Vérifier que: MEN uw £0. 
3) Montrer que les W, sont alternativement strictement supérieurs et strictement inférieurs à 5. 


1) Pour k € N*, Wx = F7 st gt = —… per st dt = ans C1} ho seu du après le changement 
de variable ”{ = u + [r”. 
2) Poule N ur #5 de [0,7] dans R est continue, positive et non identiquement nulle donc 


ir 
F sinu 
Lo utin du > 0. 


3) PourleN,ona:|uw|= fj SRE du < 7 donc | wy [1400 0. 
: sin ü sin u : LA , sin u sin ü 
Par ailleurs, VI € N Vu €l0,7| mor <a donc par continuité de ur TT tu Sr Sur 


[0,7], uwy71 < wy. Par le théorème des séries alternées (cf annexe 3 page 69), ÿ uy est convergente 


(de somme 5) et le reste 7? — Wy (k € N*) est du signe de son premier terme, non nul, et donc 
alternativement strictement positif et strictement négatif. En particulier, on retrouve l'inégalité 5 — 


Wa = 3 Jÿ Bd < 0 (cf page 11) 


Exercice 2 On rappelle que : 
; : 1 
e Vn EN* Vz € [0,7] Gh(x)= DT, de = 2 + fe ON, 


2sin > 
e (Gn) converge simplement sur ]0,7] vers b:xr =. 


2 


On pose : RA(x) = Gn(x) — b(x) (n € N*; x €l0,7)). 
Pour n € N*, étudier les variations de R;. 


sin(n+3)t sin(n+1)x 


Par continuité de {++ —"2 sur [0,7], R, est dérivable sur ]0,7] avec R;(x) = —#?—. Les zéros 
2 2 
de R/, sont donc les tyn = Pres = FT avec 1 <k < n. Pour 0 < x < nr, 2sin5 > 0 donc le signe de 


R/,(x) sur ]0,x] est donné par celui de sin(n + 5)x; R, est positif sur ]0,21,], du signe de (—1)" sur 
Érn es] (1<k<n—1),et du signe de (—1)” sur [tun, 7]. 
R, oscille donc sur ]0, x] entre des extréma atteints en Tkn; Maxima locaux aux T2p+1n (Dé p< 
E(?)) et minima en ton (1<p< E(5)). 

Exercice 3 Soit k € N*. Comparer, pour n ”grand”, le signe des extréma consécutifs Rh(txn) 
et Rltyie) de Ra: 


Soit ® — —® définie sur [0,7] par (0) — 0, P(x) — 


[0,x], C sur ]0, x] et on peut vérifier que & est C! sur [0,7]. Pour x €]0, x], on écrit : 


1 F . 
ns On rappelle que ® est continue sur 


z 1 (n+dlx 
Re) - | ®(t) sin(n + =)t a+ | ‘ Re? es 
: 2 : ! 2 
—, / 
Jn(x) 
On intègre à bon droit J,(x) par parties : 
1 = 1 Re 1 
L = ———|-® — ®' — )t dt]. 
Ta) il (acos(n + De + f (#) cos(n + :) ] 
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& et ’, continues sur [0,x], sont bornées donc on peut choisir M > 0 tel que : Vx €l0,x] | J,(x) [< 


ae Soit k fixé dans N*. Avec la remarque ci-dessus, les suites (Rh(tén))n>k et (Ra(tk+im))n>k+1 


convergent vers : sidi ="2 ét jrs st — 5, limites non nulles et de signes contraires. On 
peut donc choisir un rang (”moralement grand”) au delà duquel les extréma consécutifs Ra(tyn) et 


Rn(tkt1n) ont le même signe que leur limite respective. 


k 


On appelle (Ra(tkn))n>x suite des k°7%$ bosses vraies et tr St qt — T bosse idéale associée. 


Exercice 4 Soit ro €]0, 7[. Montrer que (R;) converge uniformément vers 0 sur [xo, 5]. 


Soit € > 0 et xp €]0, 7 [. L'idée est de ne garder sur [x0, 7] que les bosses idéales d’amplitudes in- 
2 2 


férieures à 5 et les bosses vraies d’amplitudes inférieures à €. On commence par choisir ko € N* tel 


que : 

KT sint T E : * . __  2kor 
k > ko | f," dt — T |< £, puis no € N* tel que : Tyong = au 
visent à faire glisser les bosses contre l’axe des abscisses. On canalise ensuite les bosses vraies 
(Rn(trn))neN* 1<k<n dans un tube d'épaisseur 5 autour des bosses idéales. Quitte à remplacer no 
par un entier qui lui est supérieur, on suppose que : ns So 
2 


< xp. Ces manipulations 


que se passe -t-il à droite de x0 ? 

Soit x € [xo, 2 Pour n 2 no; Thon < Thono < To < %- On choisit £ > ko tel que : ti ST < Tite. 
Par monotonie de R; sur [tp n; Tktinl, | Rn(t) |[< Max {| Raftrn) |; | Rn(tk+in) |} 

< Mar {| Ju(trn) |+ | JO" SRtdt — 3 |; 

[nGein) +1 or dE 1r< Mr +E< 6. 


Puisque le rang no ne dépend pas de x, on a prouvé que (R,) converge uniformément vers 0 sur [xo, 5]. 


4.6.3 Projection orthogonale de f sur 7, (pEN) 
Pour f élément de D, 


e le vecteur S,(f) (p°7° somme de Fourier de f) appartient à 7,. 
p p 


e pour -p<k<p, 
(ex | F — S(F)) = (ex | F) — (ex | So(F)) 
= if) le |. @07)6) 
= (f) — (F) = 0 
donc f — S,(f) appartient à Te. 


(La décomposition f = S,(f) + (f — S,(f)) est unique car on a clairement 7, NT, = {0}) 


Avec Pythagore, on a : || f |Z={|| S(f) 1 +11 f — SP) 12 
donc || S,(f) I|2<|| f 12. (égalité dans cette inégalité si f € 7) 


Bilan : pour tout p dans N, $, est l'opérateur de projection orthogonale d'image 7,, continu pour la 
norme || {2 et on a || S, ||l2= 1. 
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remarque : pour q € T, écrivant que f —q = f—S,(f) + S,(f) —a et remarquant que S,(f) — q € Ty, 
on à : 


If a l3=1 f — SP) 12 + | SP) — a 11 


et sans surprises : || { — a 221]  — S(f) [12 
Autrement dit, S,(f) est le polynôme trigonométrique de 7, le plus proche de f pour la norme || {|2. 


Inégalité de Bessel-Parseval L'inégalité 


S(P) NES F 113 s'écrit aussi: | co (+326 [| cx + | ex [À] 
+ _ | f(t) ? dt. La série à termes positifs 5 [| cz |? + | c_z [?] a ses sommes partielles majorées donc 
converge, et on a l'inégalité de Bessel-Parseval : 


27 


OO 1 27 
Leo P + Ile P+ ex ( < Î | f(E) (2 dt 
k=1 


Avec la dite inégalité , la famille de réels positifs (| c, |?) est sommable et 37,47 | cn [? =| co |? 
2 
+ lle P+lex< % f"1FE À dé 


Remarque Série trigonométrique vs série de Fourier. 

+ SonE est une série trigonométrique qui converge simplement sur R par Abel. Existe-t-il un élément 
f de D dont la série de Fourier est ÿ7 #22? 

Si tel est le cas, la série de Bertrand ÿ° D converge. Faux! 


Théorème ®: fr (cn(f)}nez est linéaire continue de (D, || ||2) dans l?. 


Exercice Montrer que la suite (S,(f)),en des projetés orthogonaux de f sur 7, est de Cauchy dans 
(D, Il). 


Pour p < q dans N, || S(f) — S(f) 12=1 Loop rex 2= Eoxkiep | © LÀ 
Soit e > 0. Avec | cz |? convergente, on choisit N € N tel que : 


p>N= IN lal<e 
lk|>p 


Pour p,q>N, || Si(f) — S,(f) ||2< € d’où le résultat. 


4.6.4 Cefficients de Fourier d’une dérivée 


Définition Si k € NU {æ}, Ce désigne le sev de D des fonctions de classe C* par morceaux; f 
de R dans C est C* par morceaux si elle est C* par morceaux sur chaque segment de R, et g de [a, b] 
dans R est C* par morceaux lorsqu ‘il existe une subdivision $S = {x9 = a, .….,æn — b} de [a,b] et, pour 
chaque j dans {0,...,n — 1}, g; dans C*([x4,xx11], C) de façon que 9] 


ThTkH1| — Diaper1l 


Pour f dans és 


NL ? 


on choisit S = {xo = 0,...,x, = 2} et (gx)ock<p-1 dans Cl([rx,vx+1], C) adaptées 
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à f sur le segment [0,27]. 


f est Cl sur chaque ]x4,xr41[ et on pose : 
1 
F'(ro) = go(ro) 3 Far) = gala) à Fe) = S(gk-afex) + ax) (1 <k<p—1) 


Lemme Soit f € Cyn NCon(R, C). 
Pour n dans Z, on be : 


2T | 27 , 
Floe dt in [ fthe idt ou cn(f')=inc(f) 
0 


0 


Vite dit, la série de Fourier de la dérivée de f s’obtient en dérivant terme à terme la série de Fourier 
de f. 


Remarque : la continuité de f est essentielle ; considérer un signal carré... 


Preuve : Par Chasles et fonctions intégrandes differant sur des finis, on a : 


TRti ne  . Tk+1 
7 Je tdt = > fe Je tdt = >. [gr He er Fe in | gx (te "tdt 
k=0 Tk 
Or: gk(zx) = f(x) et gk(tkH) = f(tk41) car f est continue 
donc : DE lae(t)e jet = f(27) — f(0) = 0. 
Chaque Le qu lt c-intdé vaut ne f(tje-"tdt et la preuve est complète. 
Exercice Pour f € C2n(R,C), montrer l’équivalence : 
fest CCSsiVkenN cf) = (+). 
Si jf et CT, ef) = eu par Riemann-Lebesgue ; pour & > 1, k intégrations par parties successives 


donnent : a (= en) EL + UT the #tdt. De là : | nÉc,(f) |[=| cn(f) |. Par Riemann-Lebesgue 
appliqué à f(*) “nrelf) LL vers 0 quand n tend vers +oco. cette première étape montre que plus le 
signal décrit par f est ”lisse”, plus les oo de rang élevé sont ” négligeables”. 

Réciproquement, siVkeN c;,(f) — (+ L), alors pour toute valeur de p € N la série 5° c,(f)(in)Pe!"? 


inx 


est normalement convergente (| n?c,(f) [= 0(-5)). En particulier, 5 c(f)e”® converge normalement ; 


on a alors, puisque f est continue, f(x) — 5+% Cn(f)e”"* pour tout réel x (cf page 23). Par reccurence, 
on peut dériver terme à terme grâce aux convergences normales et conclure que f est C'®. 


Propriété Si f est 2r-périodique, continue et C1! par morceaux, alors (c,(f)}1ez est un élément de 
le 

On écrit : Vn € Z* LEE a Hé CFO 

et on remarque : EI AGE + ler À 

avec : (a) et (cn(f')) éléments de /? 
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Quatrième partie 
Un théorème de Riemann 


4.7 Énoncé 


Si la série de fonctions © + ÿ[ a, cos nx + b,sinnx converge simplement sur R vers une fonction f 
continue, alors la série de Fourier de f coincide avec la série trigonométrique qui la définit, ie les 
coefficients de Fourier de f sont donnés par (an)n>0 et (bn)n>1. 


4.8 Preuve 


a) Stratégie : on résume en partie l’idée par ”intégrer pour dériver” ; on ne peut intervertir 
directement les signes Fa et >, dans le calcul des coefficients a,(f) et b,(f), faute de convergence 
uniforme. On transite par une primitive seconde de f dont on détermine facilement les coefficients de 
Fourier, et on revient ensuite à f. 


f est un élément de C2n(R,C), donc D:xr A f est C! sur R. Maintenant ® :x+ 1 p est de classe 
C? sur R et &" — f. 


Pour n EN*etxeR, on pose : pn(x) — ancosnx + b,sinnx, et on envisage la série de fonction 
P 

22 _ VS Lh,(x) obtenue en primitivant formellement deux fois la série qui définit f. À x fixé dans 

4 n P 

R, (pn(x)) a ses sommes partielles bornées et (-L) décroit vers 0 donc par Abel, 5 pA(x) converge. 


On pose : F(x) = ar? - DR, Lpa(x). 


b) Lemme de Cantor-Lebesgue : (a,) et (b,) tendent vers 0 
(cf RMS mai-juin 1998) 


S Pn(0) ou Ÿ_ a», converge donc (a,) tend vers 0. Pour x € R, (p,(x)) tend vers 0 car S° p,(x) 
converge, et (a, cosnx) tend aussi vers 0 car (a,) tend vers 0 et (cosnx) est bornée , donc par 
différence, (b, sinnx) tend vers 0. Si on suppose que la suite (b,) ne converge pas vers 0, on choisit 
€ > 0 et une suite extraite (b4(,)) de (b,) tels que : Vn € N* | by{n) [> €. Il vient : Vn E N* 0 < 
€ | sin(U(n}z) |<| bg sin(U(n)z) | 

Par le théorème des gendarmes, (sin(#(n)æ)) et (sin?(#(n)x)) convergent vers 0, et ce pour tout x € R. 
La suite de fonctions continues x ++ sin‘(d(n)x), qui converge simplement vers l’application nulle, 
est dominée en valeur absolue par l’application constante 1, donc par le théorème de convergence 
dominée, limy_,00 le: sin?(W(n)t)dt = 0. 

Absurde puisque Vn € N* ri sin?(Y(n)t)dt — _ [1 — cos(29(n)t)]dt = 7. 


Conséquence : (a;) et (b,) sont bornées donc on peut choisir M > O tel que: VxeR | 
 Pn(x) |< 2. Ceci montre que la série de fonctions définissant F converge normalement sur R. De 
là, x + F(x) — x? appartient à Con(R,C) et ses coefficients de Fourier sont donnés par (=%) et 


(te) 
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Remarque : on ne peut affirmer que F est C? (avec F" — f), on s’en approche en introduisant 
la pseudo-dérivée seconde. 


c) Dérivée seconde au sens de Schwarz 


Lemme 
Soit g E C(R,R). On suppose que : 


APRES Gh)-29 (&) bossède une limite réelle (notée gl”)(x)) 


e pour tout réel x le quotient A2g(h,x) — 
quand h tend vers 0. 
L gl) =ÿ 


Alors g est une application affine. 


Remarques : g() est appelée dérivée seconde au sens de Schwarz ou pseudo-dérivée seconde de g. On 
voit facilement que les fonctions deux fois pseudo-dérivables sur R forment un sous-espace vectoriel de 
C(R,R) sur lequel l’opérateur (9 est linéaire. On vérifie aussi avec la formule de Taylor-Young que 
toute fonction g C? sur R est pseudo-dérivable deux fois avec gl) = g". 


Preuve du lemme : soit a < b dans R, 7 l’application affine définie par (a) = g(a) et y(b) = g(b). 
On veut : y = g sur [a,b]. On envisage pour € > 0 l’application P : x + g(x) — y(x) +e(x — a)(x — b) 
(interpolation parabolique). P est comme g pseudo-dérivable deux fois sur [a,b] et PU) = 2e. P est 
aussi, comme g, continue sur [ab]. Soit c € [a,b] tel que P(c) est le maximum de P sur {a, b]. Si 
c ElJa, b[, alors, pour tout À > 0 tel que [c— h,c+h] C [a,b], on a : A2P(h, c) < 0 donc PÜU)(c) < 0. 
Absurde ! 

Bilan : c=aou c=b. Il vient : Vxe[a,b] P(x) < P(a) = P(b) = 0, ce qui donne en faisant tendre 
e vers 0* g(x) < y(x). Le même raisonnement avec € < 0 donne + > g sur {a, b]. 

9, affine sur {[a, b], est C? sur ]a, b[ avec g” = 0, et ce pour tout a < b dans R, donc g est C? sur R avec 
g” = 0. g est bien une application affine. 


Lemme 
F est deux fois pseudo-dérivable sur R avec : F1 = f. 


preuve : Soit x fixé dans R. Pour h € R*, on écrit : 


A2F(h,x) = D EDR LanRe(Znhz) + SbnIM(Znh) Où : 


LR = ern(z+h) a ern(z—kh) _ Din _ ein [2 cosnh 2] _ 4 sin? D? ere. 
: 2nh 

Il vient : AF(h,x)= +5 Tr Pn (a) 

On pose : 


2 


& 
e u(t) = —2? pour t € R*, u(0) = 1. 


e Sn(t) = R +375 pt), Soft) = À, pour ne N',t ER. 
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On vérifie que u est C1 sur [0,+oco[ avec : 


2t sint — 4(1 — cost) 
= 53 A 


Pour p € N°, par transformation d’Abel, on a: © +59; u(nh)pn(x) 
= — Bu(h) + u(ph)S(e) + es (u(nh) — u((n + 1)k)Sn(x) 
= u(ph}S,(æ) + ZE o (u(nh) — u((n + Dh)Sn(x) 


(S,(x))pen* converge vers f(x) et on a : 0 < u(ph) < = 


donc lim,_,+8,(x)u(ph) = 0, et donc ÿ° (u(nh) — da +1)h)S,(x) converge. 
A2F(h,x) s'écrit alors : 
AsPihE)= >» (u(nh) — u((n +1)h)S,(x) 


n=0 
et puisque ÿ (u(nh) — u((n + 1)h) converge de somme u(0) — 1, on a : 


A2F(h,æ) — f(x) = D (u(nh) — u((n+ Dh)(Sa(x) — f(x) 
n=0 
On vérifie que Ÿ_ (u(nh) — u((n +1)h)(S,(x) — f(x)) est absolument convergente. Puisque (S,(x) — 
f(æ))n>0 est bornée, Il suffit de voir que (u(nh))hen est à variation bornée, ie que la série ÿ 7 | u(nh) — u((n +1) 
converge. Pour n € N, | u(nh) — u((n + 1)h) |[< Se] u|. Or: | w’(t) [= O() en +co, donc 
ET | u’ | converge en + et par comparaison : 
D |u(nh) — u((n +1)h) | converge. 


Soit € > 0. 
On choisit pe Ntelque: n>p+1—|S,(x) — f 


I vient : | D 41 (u(nh) — u((n + 1)h)(Su(x) — f(a)) | 
LED, l'u(nh) —u((n+1)k)|< ef lu | 


ci 
UN 
m 


On gère à présent le ”’terme à distance fini” ; pour n = 0,1,..,p, et pour Rk € R, par accroissements 
finis : (u(nh) — u((n +1)h)) = uw'(c,) avec nh < cn < (n +1)h. On vérifie que : w/(t) = O(t) en 0, ce 
qui donne : limp_,o(u(nh) — u((n +1)h))(S,(x) — f(x)) = 0, et ce pour tout 0 £<n< p. 


En définitive : limp_,0A2F(h,x) = f(x). 


d) Conclusion On a montré que : F0) = feet : Et) = &/ = f donc : (F — &)() = 0 ce qui prouve 
que F — & est affine. Ceci permet de dire que F est, comme ®, de classe C? avec F/ = f. À présent, 


la série de Fourier de x + F(x) —- ® x? est F3 COS NT + be sinnæx donc la série de Fourier de sa 
dérivée seconde x + f(x) — %, obtenue par dérivation terme à terme, est ÿ a, cosnx + b, sinnx. 


cqfd 
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Cinquième partie 
Théorème de Poisson et applications 


Pour h E Cx(R,C), p€[0,1[etxeR, on pose : 


27 27 


27 27 
ha Po) = ge | OPA De D [Rte Dpt 


avec, pour t ER, P, (t) = D TX plrleint 


Puisque h est bornée sur R et »},,-7 peint converge normalement en + sur [0, 2x], on peut écrire après 


interversion des signes de sommation : 
+00 
kR * PAle) —= ÿ pen (h)e"? 
— OO 


4.9 Théorème de Poisson 
Enoncé : h xP,(e) converge uniformément vers h quand p tend vers 17. Autrement dit : lim,_,1- || 
hkP,=h|=0 
Démonstration : En annexe 
4.10 Approximation de Weierstrass 
Le but est de construire un polynôme trigonométrique uniformément et arbitrairement proche de 
h € Con(R, C). 
Soit € > 0. On choisit 0 < p < 1 tel que 

VxeR |h(x)—-hxP,(x) [< 


p étant fixé, VreRVneZ |plle, (hein? |< pl | h | 
avec 3 pl"| convergente indépendemment de x, donc 5 plc, (h)e"® converge uniformément sur R et 
h +*®P, est limite uniforme des sommes partielles centrées. On choisit N € N tel que 


inx 


Vz ER | D plc (h)e"* — ÿ plc (h}e"? |[< : 
nez inI<N 


Par inégalité triangulaire : Vx ER |h(x)- Yen plle(h}eit [<e  cafd. 


4.11 Prolongement d'une fonction de C2, (R, R) 


Problème : on se donne une fonction réelle continue sur S! ou de façon équivalente une fonction h de 
C2r(R,R). Comment prolonger h en une fonction continue sur D ? 
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La formule de Poisson et son interprétation (page 7) suggèrent de poser : 


27 _|z3 2 
H(2) Ed 21) 


“27 “+ 


H est la partie réelle de ++ Æ [7 A(#)(1 + 2 Se ei 


2x JO é 
etcommeona:VWe{l0,27] | h(ge 2" (KI Ré | # [F 
H est la partie réelle de 2++ E fo" h(t)dt + 5%, [E il h(tje-idt]z", 


ce qui assure la continuité de H sur D. 
Reste à voir pouquoi : VER H(z) — h(8) quand (2 — eŸ |z|<1) 
Soit: e>0et0ER. Par continuité de h en 6, on choisit Ô > 0 tel que : 


Vx €]0 — 6,0 + 6 | A(x) — h(8) |< 


DIM 


On utilise ensuite le théorème de Poisson. 
On choisit en effet 7 > 0 tel que : 


Vpell-n,1| VreR |hxP,(x) — h(x) |[< 


DIM 


Pour tout z = pet e {2€ C\0 — 6 < Arg(z) <0+6et1-n<|z|<1}, 
| H(z) — h(9) [=| h x P,(x) — h(0) <| h x P,(x) — h(x) | +] h(x) — h(0) |< € d'où le résultat. 


4.12 Un résultat de convergence 


Soit f € Car (R, R) et ÿ_ a, cos nt + b, sin nx sa série de Fourier. 
On suppose que ÿ° | a, | et ÿ°|b, | convergent. 
Alors Ÿ a, cos nt + b, sin nx converge uniformément sur R vers f. 


Preuve : Vr ER | a, cosnx + bysinnxr |<| an | + | bn | et D[|an|+|0bn| converge donc 
la convergence uniforme de la série de Fourier de f est assurée par convergence normale. Reste à 
determiner la fonction-limite. 


L'idée de la preuve, rencontrée pour l'étude de Ÿ° sont illustre ”la méthode de sommation d’Abel- 
Poisson”. On regarde l’objet correctement défini : 


OO 
nr ÿ (an cosnx +bhsinnx)p" (æEeR,pe [0,1] 
n=0 
A xfixé,ona:VpEe [0,1] |a,cosnx +b,sinnx | 9° <| an | + | bn | 


donc la série entière ÿ (a, cos nt + b, sin nx)p" converge normalement, et par suite uniformément en 
p sur [0,1], donc pr Six = 390 (an cos nx + b, sinnx)p", limite uniforme de fonctions continues, 
l’est aussi sur [0,1]. 

(cas particulier du théorème d’Abel radial) 


A7 


Bilan : S,, tend vers Six — 2 An COS NT + bd, Sinnx quand p — 1. 
Par ailleurs, à x fixé dans R et pour p € [0,1{, on a : 


1 27 RS 1 27 
Gi f(t)dt + LE = f()p" (cos nx cos nt + sin nx sin nt)dt 
| 27 0 | T JO 


Ona:Vt€[0,27] | f(t)?" cosn(x — t) |< || f Ile ?” 
donc, par convergence normale en t sur [0,2x|, on peut écrire : 


1 


27 29 
es 7x J, f()Q + Pr cosn(x —t})dt = fx P,(x) 


Lorsque p tend vers 17, $,, tend vers f(x) (théorème de Poisson). 


Conclusion : pour tout réel +, 37% 0 an Cosnx + bn sinnx = f(x) 


4.13  Parseval dans C2 (R, C) 


Enoncé Pour h € Can(R, C), on a : 


1 27 CO 
[AP = IS Ie) 


27 Jo 


Preuve L'inégalité | | k«P,(x) |? — | h(x) PI=[[hkxP,(x) | —|A(x) | 
[Rx P,(x) | + | Rx) [ <2 | R [lol À * P,(x) — h(x) | valable pour tout réel x et le théorème de 
Poisson assurent que | À x P,(x) |? converge uniformément vers | h(x) |? quand p tend vers 17. Ainsi, 


à bon droit, 
27 27 
lime || nr, Ê= f | h |? 
0 0 


Pour x ER et 0 < p < 1, les séries S pllc,(h}eï"® et N° plc, (h)e-Ÿ"? indéxées sur Z convergent 
absolument donc leur série-produit de Cauchy converge (absolument) aussi et : 


+00 
SN >. prltlle (h)eth}ee-2e =| h+P,(&) Ë 


—00 p+q=n 


Pour xeRetneZ, 
(p— 2 
3er prltile,(h}c(h}e 2 |<| R 2 . plrt+lal 
és pos pla, terme général de la série-produit de ÿ° prl par elle-même, est le terme général 
d'une série convergente indépendante de la variable x. Aïnsi, par convergence normale en x, 


1 27 il 27m ne ” 
;- Î [Rx P PE), D, Pl (R)e(h)ze k EP ed = > ,p°" | enr) F 


nez p+q=n nez 
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Pour N e N*, L 1 béPR. PS pr. pl | c,(h) (2. Les 2 membres ont une limite en 1- et par 


? 2r 
passage à la limite, il vient : 
N 


27 
[RP > D Len(h) l? 


n=—N 


1 
27 0 


Ceci montre que (c\(h)) est un élément de !? (inégalité de Bessel-Parseval). 
Puisque Vp € [0,1] vn € Z pl" | c,(h) [2<| &(h) |? et (c,(h)) € 2, par convergence normale en p, 
pr EX, pl] cA(h) |? est continue sur [0,1] d'où : 


imp D 0°" | cn(R) P = D] en) l? 


— CO 


Par unicité de la limite, on obtient l’egalité de Parseval pour À € C2n(R, C). 
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Sixième partie 
convergence en moyenne quadratique 


4.14 Théorème 


Pour f ED, (S,(f))en converge dans (D,|| |l2) vers f 
(en moyenne quadratique). 


Soit € > 0. T est dense dans (D,|| |2) donc on choisit y —  … Xer tel que || f — y |l2< €. 
La suite (7,),>1 est croissante pour l'inclusion donc la suite (|| f — S,(f) |2) des distances de f à 7, 
décroit. 


Ainsi, V2 N | f—S,(f) l2<1] f — Sn(ÿ) (2 <Ü f —w l2< €: 


Exercice Soit f € C2n(R,C) non constante et invariante par la translation x + x + h (cad Vx € 


R f(x+h)= f(x) 


Alors nécessairement ! est rationnel. 


Th(f) = f doncVneZ (eh —1)c,(f) = 0. 
Puisque f n’est pas constante, on peut choisir no € Z* tel que c,,(f) Æ 0. (Sinon la suite (S,(f))Len 
est la suite constante (co(f)) qui converge en moyenne quadratique vers la fonction constante x + 


co(f). 


Impossible : par unicité de la limite, f serait constante) 
On a alors : eŸ0} _ 1 — 0; ce qui donne : ngh = 0 (2x) cad h — 0 es d'oùeQ 


4.15 Formule de Parseval 


Avec la convergence de (S,(f)),en vers f en moyenne quadratique et la continuité de || ||, | 
2 

SP) 12=1 co À +X2a (l en À + | c-n |?) tend vers || Ÿ |2= 5% Jo" | (6) [ dé quand p tend vers 

+00. 

D'où la formule de Parseval : 


co 1 27 
eo P+D en P+len = ge 170 Pat 


n=1l 


OU : 


la. Le 1 


27 
2 2\ — 2 
tel +lnme OP 


Cette égalité exprime la façon dont l’énergie correspondant au signal périodique f se répartit entre 
les différentes harmoniques. 
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Application : Unicité pour les développements en série de Fourier ® : f + (cy(f))nez 
est linéaire de D dans (?. Si f est dans ker(®), d’après Parseval, on a: + | f() À dt = 0. Soit 
(ak)osk<n une subdivision adaptée à f, et pour chaque k dans {0,..., N —1}, g, continue sur [ay, ax+1] 
telle que Jay axs1[ — Flarars1[e Chaque pe | ge |? est nulle, et avec | gx |? continue positive, gx est 
nulle sur [ax,ax+1]. f est donc nulle sur [a, b] sauf éventuellement en les ax. Comme f prend en chaque 
ax la valeur ” demi-somme des limites à droite et à gauche”, f est identiquement nulle sur [a,b]. D'où 
l’injectivité de ® et le résultat. 


Remarque Soit (cu)nez € l?. La suite (S, — =: ckex)pen- est de Cauchy dans (D, || ||2) (écrire 
pour m <q, || Sa — Sn |2= rnerenl és [?,..), mais le caractère non complet de (D, || {||2) ne permet 
pas d'affirmer que ($,) converge. Ce qui laisse penser que $ n'est pas surjective. 


co 2 

1 T 
Exercice Une égalité ultra-classique : ) S-— 
or L 6 


On évalue les coefficients de Fourier de la fonction f : + x sur |] —-7,7|, de valeur 0 aux bornes et 
k 
2x-périodique. On remarque que co(f) = 0 et pour k Æ 0, c(f) = iC (intégration par parties). 
2 


L'égalité de Parseval donne alors : & = 257%; _ d'où le résultat. 


Exercice Une inégalité classique - Wirtinger 
Enoncé : si f : R — C est 2r-périodique, continue, C1 par morceaux et de valeur moyenne nulle, 
alors on a : 


27 2T 
[ur &< [7170 Pal 
0 0 


Preuve : On sait que c(f") = inc\(f) pour tout n € Z. Via l'égalité de Parseval, oi FF 
2 ka : 
Dnezs | En(f) 7 et E SI PP = Dyezs n? | cn(f) |? d'où le résultat. 
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Septième partie 
CG et la convolution dans CR, C) 


4.15.1 Définition 
Pour f, g dans C2n(R,C) et x ER, on pose : 


1 27 

fxg() = | f(x bg(tidt 
T Jo 

On définit ainsi correctement une application f * g de R dans € 

appelée ”convolée de f par g”. 


4.15.2 Premières propriétés 


+ est une loi de composition interne de C2 (R, €), commutative par changement de variable et intégrale 
de période, et bilinéaire continue pour la norme || | (On vérifie facilement que || f xg |&o<{|| f [oil 
g [1<| Ÿ Ilooll 9 Île) 

On a aussi par changement de variables et intégrale de période, 

If *g l1<] f ll 9 la 


4.15.3 Associativité de * 


On peut démontrer l’associativité de + avec Fubini puis, grâce au jeu d’écritures c,(.) = .*e,(0), en * 
En = En » : * En = Cn(.)en et à la commutativité de +, montrer que c;(f * g) = cn(f)cn(g). 

On procède ici différemment : on prouve par densité-fermeture que 

Cn(f * 9) = Cn(f)Cn(g) et on récupère en corollaire l’associativité de *. 


Soit g fixé dans Cn(R,C) et V = {f € Con(R, C) \ c(f * g) = c(f)co(g)} 


eV est le noyau de la forme linéaire 6 : f — co(f * g) — co(f)co(g) donc V est un sev de C2n(R, C). V 
contient la famille (ez;)£ez donc V est dense dans (C2n(R,C),{| |). 

ePour f € Con(R,C), | co(f x g) — co(F)co(g) |<] co(f * g) | + | co(f) 1] co(g) | 

<]] co |] | F Îloo | 9 Îloo + Il Co Il 1 F Îloo | Co(g) | 


< [fl co 1l 1 9 Île + | co(g) |] || F Île 
donc la forme linéaire ô est continue, donc le sev dense V est fermé dans (C2n(R,C),|| |), d’où 


V = Con(R, C). 


On écrit : &,(.) = G:+e 4) et frge À; = fe x +ge. donc 
Cn(f * 9) = Co(f + ge_n) = Co(fe_n)C0(9E_n) = Cn(f)Cn(9) 


Corollaire : pour f, g et h dans Con(R,C), (fxg)*h et fx(gxh) ont les mêmes coefficients de Fourier 
complexes donc, d’après Parseval, on a (f xg)xh=— f*x(g*xh). 
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4.15.4 Unité et idempotent dans (C2r7(R, C), *) 


eSi u est une unité de C2n(R,C) pour *, pour tout n E N,on a: ey *u — en donc Cn(en)Cn(Hi) = 
Cn(en) = 1, donc c, (1) = 1. Impossible car d’après Riemann-Lebesgue, c,(u) — 0 en +o 


eSi B est un idempotent de C2n(R,C), la suite (c,(B) est à valeurs dans {0,1} donc toujours par 
Riemann-Lebesgue, S,(B)#>0 est stationnaire. Par unicité de la limite dans (D,|| {||2), 8 apparait 
comme un polynome trigonométrique à coefficients dans {0,1}. Réciproquement, toute somme finie 
de ez est un idempotent. 


4.15.5 Convolution associée à un noyau 


On se donne dans C2n(R,C) une fonction paire à valeurs réelles notée k. L'application K: fr fxk 
est un endomorphisme de C(R,C) et l'inégalité | K(f) [x <1| # [1 || f [lo valable pour tout f de 
Can (R, C) montre que l'opérateur X est continu pour la norme uniforme avec : [|| X {|| < || & |1. 


On se propose de montrer : [|| X ||=|| & |}: 


On essaie d’exhiber un élément fo de C2n(R,C) pour lequel 
1 X (fo) Îloo = || k |1 || fo [lo On a envi de poser : fo = sg(k) où sg(k) est l’application signe de k”. 
Le problème de la continuité se pose. 


Pour n € N*, on pose : fn — Fees 
nm 


(fn) est une suite de points de C27(R,C) qui converge simplement vers sg(k). 


Ona: K(fn)(0) = fa(—t)k(t)dt = E Rob dt car k est paire 


et K(fn)(0) < || K(fn) Iloo < II A I A Fa Îloo $UIA A 


On veut prouver que X(f,)(0) tend vers || k ||1 en +oo. 
On aura alors l'inégalité || & |1<||| K || et le résultat. 
Il suffit de vérifier que (res converge uniformément vers | k | sur [0,2x|. 


Pour t € [0,2x] tel que k(t) Z 0, 

1 KG) _| _k?() k?(t) 
An() =| lk(#)1+ À | Ke} IE POELE 0] 
1 _1kG) 1 


SAnROII SA 


L'inégalité A, (t) < À est aussi valable pour t zéro de k, d'où le résultat. 


= 2#?() 
EOICOEE 


n 


a) L'opérateur ©, 


[on EU En 1h 1 
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Fejer par densité-fermeture On pose : 


W = {f € Con(R,C)\ | on(f) — f Îlo— 0} 
e W est un sev de Con (R, C). 


ePour peZ,neN 
1 
On(Ep) — Ep * Fn — el + Ep * D} 
=. À n k 
— n+l D_k=0 > m=-k 9pmEm 


L 1 _ n=lpl+1 
On(Ep) — nsitp > jere L= n+1i € 


donc || on(ep) — ep [lo < Le donc e, EW 


donc W contient 7, donc W est dense dans Con (R, C). 


e On considère une suite (f,) de W qui converge uniformément sur R vers un élément de C2n(R, C) 
noté f. Pourquoi a-t-on : fe W? 


On choisit p € N* tel que || f, — f x < 5. 

On choisit ensuite N € N* tel que n > N || o(fp) — fp Îlo < 3. 

On remarque que : || on(fp) — On(f) [lo < || on [|| || fp — lo < 5 et on conlut enfin par une découpe 
en trois. 


W est un sev de Con(R, C), dense et fermé dans C2n(R, C) 

donc W = Con(R, C). 

Remarque : un argument incontournable de cette preuve est le caractère borné de (||| o, {||). On 
retrouve la même idée avec : 


b) L'opérateur e *P, 


I e*Pe NE Po lh= 1 


Poisson par densité-fermeture Remarquer que 
VpeZ ex P, = plPle, de sorte que ep * P,(x) tend vers e,(x) uniformément par rapport à x quand 
p tend vers 1, puis reprendre la preuve ci-dessus. 


c) L'opérateur &, 


4 
[IE Sn EI Da la 5 mr 


e Transformation d‘ecritures 


i L m 
27 [Da i= [| ED jap) sert | du 


sin(s) sinu 
par parité et changement de variable. 


e Enlever à l’intégrande sa partie principale. 
Soit @ la fonction définie sur [0,7] par d(u) = = — À si u £ 0 et p(0) = 0. @ est continue positive 


sin u 
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sur [0, 7]. 
2 |sin(2n + lju | 


1 a 5 
jé | Br | du = ff? étui) |sinÇn + Du | de+ [ EU 
, / 
<7|lplloo —Hn 


D 


T |sin ‘ se 
e Encadrer {y = nel qy pour en obtenir un équivalent. 


On écrit : Un < FF nel qu 
et : Un > 4 no y _ | ua nel y : pee sn y 


1 i i k+1 i 
Dis ra )T nel qu _ le nel go + n Fa )7 el qu 
T |sinv| n 1 p&+l)r) 
hd D | sin v | du 
n 


T|sinuv 2 
< Î | Lo E 
ue . = 


. r(r+1)r {sinvl n 1 (k+1)7 | 2 
et: js dv > dx Gen Jéx | sinv | dv - {Inn 


+ 
donc : FN 1 Sat y U 2Inn 


Avec 0 < firrur [sinol y £ Z et donc avec lie Sinul qy L O(?), 


nr 0 


on à aussi : JE nel qu SN 2In n. 

e Bilan : jm — 2lnn (cf page 36) et || D, [1 + mn 
Un peu de Baiïre (cf annexe 2 page 71) 

On se pose les deux questions suivantes ; 


Problème 1 : ®: fr (c(f)) de (Cn(R,C),| |) dans (15°, N>) est linéaire, continue et injective 
(unicité des développements en série de Fourier dans C2n(R,C)). A-t-on ® surjective ? 

La réponse est NON ; Si tel est le cas, par le théorème de l’application ouverte, ® —! est continue d’où : 
I 1<] [o<cNSs avec c E R. En particulier, pour n € N*, avec D, € Con(R,C), | Dx |1< c. 
Contradiction ! 


Problème 2 : pour f € Con(R,C), la série de Fourier de f converge-t-elle vers f(x) en tout point x ? 
La réponse est NON ; Pour n € N*, ln : f > Sh(f)(0) est une forme linéaire continue sur le Banach 
(C2n(R, C),|| {lLo) et {|| ên [=] Dn |1 (cf page 53). Par le théorème de Banach-Steinhaus, puisque 
(|]l ln 111) est non bornée, on peut trouver f € Can (R, €) telle que: VM > 0meN* |S;(f)(0) [> M. 
(Sh(f)(0)) n’est pas bornée donc ne converge pas. 
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Huitième partie 
Convergence simple 


4.15.6 Un résultat de convergence, une jolie preuve 


Enoncé Soit fe Deta€eR. Si f est dérivable en a, alors la suite (S,(f)(a) converge vers f(a). 


Preuve Quitte à remplacer f par T_,f, puis f par f — f(a), on peut supposer : f(a) = a = 0. On 
envisage la fonction g définie sur [—x,x] par g(x) — ie) si æ £ 0, g(0) — f'(0). g est continue en 0 
et continue par morceaux sur [—T, qu x]. On prolonge g par 2r-périodicité, g est alors un élément 
de D. Pour x € [-", "|, à f(x) = g(x)e* — g(x) donc pour k € Z, icx(f) = cx_1(9) — cx(g). 

Pour n € N°, S(f)(0) = D-_y cx(f) = 5 Da ck-1(g) — cx(g) donc : Sa(f)(0) = 3c-n-1(9) — 


Cn(g)]. Par Riemann-Lebesgue, le second membre tend vers f(0) — 0 quand n tend vers +00. 


La dérivabilité est, comme on vient de le voir, une condition suffisante pour la convergence simple. Ce 
n’est pas une condition nécessaire. 


4.15.7 Une fonction non dérivable en 0 avec lim, _,.Sh(f)(0) = f(0) 


La série de fonctions > = SnNE converge normalement sur R. On en déduit : 

e La fonction-somme notée j est continue sur R. 

e f, par ailleurs 27-périodique comme chaque somme partielle de la série, a les coefficients de Fourier : 
bn = —- n € N* 

En vertu du résultat 4 page 27 ou de l'application 4 page 47, la série de Fourier de f converge 
uniformément sur R vers f, ce qui assure largement : lim,_,Sh(f)(0) = f(0). 


Reste à voir que f n’est pas dérivable en 0. La stratégie consiste à minorer le quotient @ ) pour 
x €]0, 5[ par une quantité qui diverge vers +00 lorsque x tend vers OT. La minoration repose . une 
”decoupe-variable”, une transformation d’Abel, et une inégalité de convexité ultra-classique . 


Pour x €]0, 5[ et N € N*, on écrit : 1@) y her ts Na PRE 
Si on choisit N = E(X), a à l” inégalité de Jordan sinu > ?u sur [0, 5], le ”terme à distance finie” 


se sinnx _ 
nt 


A est minoré par Su 


n=1 à 


Pour la gestion du ”reste”, une transformation d’Abel donne : 
CO L s] x n : à à 
ne = Nu = n-nnonte)le eriul où On(r) = D y_psinkx est majoré en valeur absolue 


1—eitr+1)z 1 spers . f(x) 2 N 1 
par | Le |, par TES et donc avec Jordan, par F. En définitive : 27 > #5} 2 — mi. 
ae 1, tend vers +o quand x tend he 0, et l'encadrement 


N < 3 < N +1 donne: Nr? + . ce qui termine la preuve de la non-dérivabilité de f en 0. 


4.15.8 Théorème de Dirichlet 


Enoncé Soit f 2r-périodique et C'! par morceaux de R dans C. 
Alors, pour x ER, (S,(f)(x))h>1 converge vers [f(x + 0) + f(x —0)] 
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T sinfn+zhu =] 


£ U 
0 sin % 


Preuve On rappelle que : SE [7 Dh(u)du = À 


et : Sa(f > Jo Lf (x +u) + f(x Ne 2 (neN*,xeR) 


sin 


Soit x eR. Pour ne N*, 


ue = Sn(F)(x) — 5Lf(x + 0) + f(x — 0) 
= 1 fr Leu) flot) feu) (2-0) in(r + Lyudu. 


= % sin 5 


On définit l’application g de [0,x] dans € comme suit : 


g(u) = Het few fe 0 si u €]0,x] et, à bon droit puisque f est C! par morceaux, 


g(0) = 2[F/(æ + 0) + F'(æ — 0) 

g est comme f C” par morceaux sur [0,7], donc en particulier continue par morceaux sur ]0,x]. Par 
ailleurs, pour u £ 0, 

[F(æ+u) FEU @ u)—f(æ—0) D{ ICE AE) a D EP donc g(u) tend vers 2[f/(x + 


2 
0) + f'(x — 0)] quand w tend vers 0. g est donc continue en 0, et par Riemann-Lebesgue d'emploi 


justifié puisque g est maintenant continue par morceaux sur [0,7], (x) tend vers 0 quand n tend 
VeTS +00. 


Remarque 1 Lorsque f est un élément de Ci, (R,C), la série de Fourier de f converge uniformément 
sur R vers f (cf page 22). 


Remarque 2 On pourrait multiplier les exercices qui consistent à calculer, pour une fonction C1 
? 

par morceaux de D, les ah, bn, Cn afin d'obtenir avec Dirichlet des égalités amusantes. En voici deux 

exemples. 


Exercice - Formule d'Euler Pour à € R\257, Ca désigne l'application 27-périodique définie 
sur |—x,r| par c(x) = cos(ax). 
À l’aide du développement en série de Fourier de c,, montrer que : 


2 1 1 
R t __ — 
VaeR\7 cotan(ra) ra 32 + ) = mo 


puis que : 


Vx €] —1,1[\goy (Txz)cotan(rx) = 1 —2 d. C(2p + 2)r°P+2 
p=0 


Pour à € Ri2;z, Ca est paire. Ses coefficients de Fourier a, (n € N) s’obtiennent soit par li- 


néarisation des produits trigonométriques, soit par double intégration par parties. En tout cas : 
12a(—1)" sin ra 


An = +75 — pour n € N* et ao — 2snre, €, est C1 ai morceaux donc la formule de Dirichlet 
appliquée en x donne : cos ra = 2 - 205 BDTa 5 100. 1 


donc : cotan(ra) = 2a{ 5 +»: a 
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Pour x €] —-1,1|, x #0, cotan(rx) — ME 7 à are à 
Pour k € N*, on écrit : Dn= ji Dr- 0 Tr + 4 — hd 


= D 0 C(2p + 2)x°P + > ” 


n=1 p=k+1 
en ——”/ 
rk(x) 


L'inégalité | r£(x) [< D + eu AE QE. 2 us - donne : 

limg_s107e(x) = 0. Par ailleurs, pour p € N, 0 < Ç(2p + 2)x#? < C(2)x®, donc par compa- 
raison, D C(2p+2)r #2? converge. On fait tendre k vers +0, on obtient : 3% 13 0 n = 
> 06 @p+ 2)x°P+2 et la conclusion est aisée. 


remarque : par division suivant les puissances croissantes des développements limités en 0 de {+ {cost 


ettr sint à l’ordre 9 (par enole) on obtient . cotan(t) = 1 Ê = 2 de. + o(t®) ce qui 


donne : (2) = me, ç(4 ) — mr, C(6 ) = % C(8) = 5450- 


Exercice Soit g 27-périodique, impaire définie sur [0,7] par 


g(x) = Sr si x € [0,1], g(x) = SE si 1,7]. Etablir avec g : 
sinn 7% sin? n 
nr 
n=1 di n=1 re 
Pour n € N*, 2 [0 g(t) sin nt dt = +: (x —1)tsinnt dt + À f(x —-t)sinnt dt. Par intégra- 


tions par . . “ent: 
bn(g) = _ cosn + son} re L{(x 1) | —_— —_ Sr. 
g étant C1 par morceaux, par Dirichlet : Vx € R g(x) = > ® 


n=1l n2 
©  sinn __ m—1l 
di en cqfd. 


: g(1) = 


remarque : voici pour le plaisir une autre façon d'’obtenir l'égalité. 

On sait que : D sine _ LT — x) si 0 < x < 27 avec convergence uniforme compacte de la série 
de sinus sur ]0,27|. (cf page 11) 

Si C désigne l’application x D, “+ de R dans C, C est paire, 

2r-périodique et continue par convergence uniforme (normale) sur R; Par dérivation terme à terme 


licite, on a: C'(x) = — D, RE = (x — x) sur ]0,2r[. D'où l'existence de X € R telle que : 
C(x)=K+É - Te si0 <æ <2r. Ona: K = C(0+0) = C(0) = (2) = À 


nl L | 
En particulier, C(2) = 5%, 2 = 5%, Lime LR +1 x 


n=1  n2 n=1 n 
+oo sin?n __ m1 +co sinn 
donc un "nr "2 ne n 


Égalité dans l'inégalité de Wirtinger (cf p.51) 
Pour f : R — C continue, 2r-périodique, C! par morceaux, de valeur moyenne nulle, il y a égalité 
27 2T 
dans ff < JS" If 
ssi A(a,b) EC? VreR f(x) =acosx +bsinx. 
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Preuve : l'inégalité de Wirtinger ne peut devenir une égalité que si &,(f) est nul pour | n [> 2. Or, 
avec f C1 par morceaux et donc avec le théorème de Dirichlet, on a: Vr ER f(x) = 5%, cn(f)e"? 
, ce qui laisse ici : f(x) = acosx + bsinx, (a,b) € R?. 


Application : soit à : [0,1] — R? un arc géométrique (confusion entre « et sa trace a([0,1]) dans R?), 
fermé (aæ(0) — a(1)), on (pas d’auto-intersection, a injective), C! et régulier (Vu € [0,1] a/(v) Z 0), 
de longueur ! = fe | «'(v) | du. 

Théorème des isopérimètres : si À désigne l’aire du domaine intérieur, on a l'inégalité : À < _ 
avec égalité lorsque « est un cercle. Autrement dit, à périmètre fixé et sous certaines hypothèses de 
régularité, le cercle est la boucle délimitant l’aire maximale. 


On définit s : vu + f}|a/(u) | du de [0,1] dans [0,7] (s est une abscisse curviligne sur a). s est 
dérivable de dérivée | a” | (continuité de | a’ |), strictement croissante de [0,1] dans R (| a |> 0) 
et s/ ne s’annule pas sur [0,1] donc s est un C!-difféomorphisme strictement croissant de [0,1] dans 


[0,1] avec (s71)" = 1. — 1 Pour se ramener au segment [0,27], on introduit un nouveau 
1 s/os T læ/|os T 1 ? 


T 


paramètre hax : 5 t — LS de [0, {] dans [0,27], de Fo réciproque 33 = h 1. À présent, pour 
1 T 2 
le même arc, on dispose de 3 paramétrages a, B—=aos-l,y—Boh L 


On munit IR? d’un repère orthonormé. Le point courant y(t) (te [0, 2r]) de l’arc à pour coordonnées 
(x(t),y(t)). On admet que : 


27 
2} = Î (ay! — ya’) (dt | 


Ona:2A<(J; 27 q2 + y 2)5 ( . ee y?) avec Cauchy-Scharwz. Quitte à effectuer une translation, 
arr. 1 27 1 27 s 2 
précisément ee zparz— sf et y par y— > "y, on ramène le centre de gravité de 

qe eg à 4.88 N : 27 27 A x 
la surface délimitée par 7 en l’origine du repère, ie on suppose que : fx = fj" y = 0. Grâce à 
Wirtinger, 2) < Al (x? + y/?)(t)dt avec Eu (x? + y?)(t)dt = | y/(t) À dt 
2 : ou l 
"| AE L(E À os Pdt= [lat "(1 OS OR LOS LÀ dé 

L 

T An? : "a 
Si on veut une égalité, il faut : x = acost+bsint ; y = acost+fBsint et x2+y? = p(x'° +y?) (égalité 
dans Cauchy-Scharwz) avec 4 = 1 afin que : D a? + y? — Fi x’? + y. cela donne : a2+a? = b? +72 
et ab + af = 0 et finalement : x? + y? = C, C = a? + a. cafd. 
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Neuvième partie 


Convergence normale, uniforme 


Quelles hypothèses de régularité raisonnables mettre sur f € D pour que ($,(f)),eN converge unifor- 
mément versf sur R ? 

e La convergence uniforme entrainant la convergence simple, on peut raisonnablement imposer à f 
d’être C! par morceaux (cf Dirichlet) 

e Les S,(f) étant continues, leur éventuelle limite uniforme l’est aussi, d’où l’idée d'imposer à f 
d’être continue. 


4.15.9 Propriété 


1-Enoncé Si f : R — C est 2x-périodique, continue et de classe C! par morceaux sur R, alors la 
série de Fourier de f converge normalement sur R et a pour somme f. 


Preuve : On sait déjà que (c,(f)) est un élément de [!, ce qui assure la convergence normale de la 
série de Fourier de f sur R. Soit g la fonction somme. g est 27-périodique et continue sur R donc 
appartient à D. L'inégalité || |2<]} | montre que (S,(f)) converge en moyenne quadratique vers 
g. Par unicité de la limite dans (D, || |2), on a f — g. 


Exercice Soit g € Con(R, C), C! par morceaux sur R, de valeur moyenne w. Montrer que pour 
toute fonction continue f : [a,b] — R, on a : lim, f(t)g(nt) — u [?  e 


2-Condition suffisante vs condition nécessaire 
firm) 5e (cf page 56) définit sur R une fonction 2r-périodique, continue, mais non C L'par morceaux 
et pour laquelle cependant la série de Fourier de f converge normalement sur R vers f. 


Justification rapide : la série de fonctions ÿ[ 2 converge uniformément sur tout intervalle du 
type [ô,7] avec 0 < Ô < x, donc f est dérivable sur [0,7], sa dérivée en tout x de ]0,7] étant 
f(x) = 55% RE. Or pour x €]0,r], 379, SRE = — In(2sin £) (cf page 11). Il vient : 


nm nm 
f'(x) <o+ — nr. ce qui donne : lim,_,0+ f/(x) = +o et assure que f n’est pas C'! par morceaux sur 


R. On pourrait prouver l’équivalence 


D SRE p+ —Inx, comme à la page 12, en posant N — E(À) et en écrivant ÿ)97, SRE — 


n=1l n 


N 1 N  1-cosnx CO cos nt 
Di n + n + NA n 


3-Quelques normes sur l’espace des fonctions de classe C1. 
On dispose déjà sur Ci (R,C) des normes || |, || {l1, || Îl2, avec les inégalités : Il lh<| 
I2<1 Île 


Pour a € {1,2,œ0} et f € CL (R,C), N,(f) désigne la norme de (c,(f)) élément de {*. Les N, 
sont des normes sur C4 (R,C). En effet, par unicité des développements de Fourier, la propriéte 
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[ Naf) = 0 = f — 0 | est vérifiée alors que l’homogénéité et l'inégalité triangulaire pour N, 
reposent sur la linéarité des c». 

eLa formule de Parseval donne N2 =| ||2 

ePour f ECL(R,ChetneZ,ona:|c(f)|<I f [1 donc: No <|  |1 

ePour f € C,(R,C) et n € Z, on a || Su(f) [oo DE, cx(f) | < Mi(f). f étant continue et C1 
par morceaux, la série de Fourier de f converge normalement, donc uniformément sur R et a pour 
somme f. On fait tendre n vers +oo et on obtient | |DR< M 


Pour f € Ci (R,C), on pose : N(f) =| f ]1 + || f' Î1. AN est clairement une norme sur CR, C). 
On propose de montrer que | [DR< 2(7r +2)N. 


L'inégalité souhaitée peut s’obtenir en contrôlant les sommes de Fourier, puis en passant à la limite. 
Sa forme montre qu’il faut faire intervenir la dérivée f’, élément de Can (R, C). 
PourneN*etxreR,ona: S,(f}(x) = co(f) +2 f'x*xGn(x) ( page 22) 

done | S,(F)(&) IKIl f I +2 || Gu Île 1 1h < 267 + 20 la + Ph] 

Par convergence uniforme de $,(f) vers f sur R, on obtient en passant à la limite : 


le < 2(r +2)N 


4.15.10 Forme des ((2i), ! € N* 


. co cos(nt-25) _ 2 _ 32 
Lemme On a vu (page 59) : Vr € [0,7] Ds — = RES. 
On veut : 
OO 
cos(nx — k5) nx — ss 
VkEN,k£0,kZÆ1,Vrefl0,rl|  ——— —— = our æ 
n=1 
où les a; sont des nombres rationnels. 
Preuve On suppose la propriété vraie au rang k. Pour x € [0,x|, la série de noue continues 
cos(nz—kT : 3 cos(nt—k 
is 2 converge normalement, donc uniformément sur [0,x] donc : Jo X 4 SURD qe = = 
res tiens WE] 
n=1 nEFi L kFi 
sink? cos[nx—(k+1)7] 
=) 1 RAT pe 1 nk+l 
cos(nt—k y 
Par ailleurs, [j > DO RD qe = D. 1 Gp tit 
avec : @41k+1 = Q0,k €t &ik+1 — “LE 2<i<k+1). 
: co  cosnxz—(k+1)7] k+1 pis. à 
De là : dr Le —= ,. 0 &i,k+17T ms "x 
& sin &T 
OÙ : AG,k+1 — — . à 1 RE 
Pour 1<i<k+1,a;g}1 = “LE € Q. 
Reste à voir que aç,k+1 est un rationnel. 
Si k est pair, ap +1 — 0. On suppose k impair, k — 2] — 1. 
sink? cos[nxz—(k+1)T 
Pour æ € [0,7], Da ere + D a Dar aik+17% 41 ixt donc en particulier pour 
sink? ask) k+1 k+1 
D=R, Di ee + Dnni(—1) pee = nc avec : ç = DT œgr1 € Q. En séparant dans la 
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di … le à : .. oo sink? co sink? 56 sinkT 
euxième somme les indices pairs et impairs : ÿ° Mel ot — Dir FD + > p=0 GoDe 


p+1)$ T1 


| co sink? co sink? 
donc : Re ni 2 2 Ip TI 
us 


co sink? co sinkS _ _k+1 
+ pie 2 FIpRTT + 2 Gp+Df TT = T S- 


s. 2 œo snkr k+1 nn 2 . 
De à: (2-4) re = 1"7"ç. Ainsi, ao,k41 = ces = € Q. 
2k+1 


Au passage En remplaçant k par 21 — 1, il vient : Ç(21) — (—1) ao: T2 
ne fé 
€Q 


62 


= TN 


k+1 


ç 


Dixième partie 
À propos des fonctions harmoniques 
(cf RMS-5-1995) 


U désigne un ouvert non vide de C, identifié à R?, H est une fonction C? de U dans R. Pour (x, y) € U, 
on pose : 
OH OH 


As, y) = x (Y) + De (9) 


Az est appelé laplacien de H sur U. 
On dit que H est harmonique sur Ü lorsque A} est nul sur U. 


Pour a € U et p > 0 tel que D(a,p) € U, on définit l’application G de [0,p[XR dans R par : 
G(r,0) = H(a + rett) 


4.16 Deux lemmes. 


Laplacien en coordonnées polaires Pour (r,0) €]0, pl, 
£ 2 2G 
Ag(a + re) — De (r, 0) + 120 (r ,0) + JL ne 370 


On vérifie 

2 (r, 6) = Sa + re ) cos 8 + mr) 

2 (r, 8) = r[- 22 (a + re‘) sin 0 + 22 E (a + ref) cos 6] 

PE (, 0) = Sn (Q + re) cos? 0 + LE (a + re) cos 8 sin 0 + 2 (a + re!) sin? 0 
#E (7,0) — DA (a + re) sin? 0 — 22 (a + re") cos 0 sin 0 

3. E (a se re?) cos? 6] _ r[SE (a + re‘) cos 0 + PE (a + re) sin (]] 


d’où le résultat. 


Equation différentielle d’'Euler Soit à > 0,R > 0. (Æ,) désigne l’equation différentielle 
r'u"(r) +ru/(r) — œ?u(r) = 0, u € C?(10, R[,R). 


Le plan des solutions de (E,) admet pour base (1,Inr) si «a —0, et (r%,r7%) si a > 0 


4.17 Propriété de la moyenne 


Enoncé Si H est harmonique sur UÙ, alors H vérifie la propriété de la moyenne : 


VaeU Vr>0,D(a,r) CU H(a) = — H(a + re'?)d@ 
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Preuve Soit a E U et p > 0 tel que D(0,p) C U. 
Pour 0 < r < p, on pose : u(r) = + Li: H(a + re“ )dO 


(r,0) > H(a + re) est globalement continue sur [0, p[x[0, 2x], admet des dérivées partielles d'ordre 
1 et 2 par rapport à r continues du couple (r,0) sur [0,p[x[0,2r]. u est donc C? sur [0,p[. Par 
dérivation sous le signe intégral sur |0, p[ et en utilisant l’expression du Laplacien en polaires, on voit 
que uw vérifie (Eo). u continue sur [0, p] est bornée au voisinage de 0, donc u est constante sur 0, p|, 
sur [0, p] par continuité en 0. u est bien constante de valeur u(0) = H(a) 


4.18 Problème de Dirichlet sur le disque unité 


Énoncé On se donne une fonction réelle continue sur S1, ie une fonction À de C# (R,R). Comment 
prolonger h en une fonction continue sur D(0, 1) et harmonique sur D(0,1) ? 


Analyse du problème Si H convient, on dispose pour 0 & r < 1 de la fonction C?, 2r-périodique 
hr :0 ++ H(re*?) dont les coefficients de Fourier sont : cn(r) = + . H(reŸ)e-"#d@ (neZ). 

Pour n € Z, (r,0) + H(re“)e-"® est globalement continue sur [0,1] x [0,2], admet des dérivées 
partielles d’ordre 1 et 2 par rapport à r continues du couple (r, 4) sur [0, 1[x{0, 2x]. Par dérivation sous 
le signe intégral, compte tenu de l’expression du Laplacien en coordonnées polaires et de la condition 
Ag = 0, les c, vérifient sur 0, 1] la relation (E,). 

Pour n Z 0,c, continue sur [0, 1[ (et même sur [0,1]), est bornée au voisinage de 0, donc il existe une 
constante À, telle que : 


Vrel0,1[ cr) = Xrl"l 


co est constante sur [0,1[ de valeur Ào = H(0) (cf B]). 
h, de classe C? est somme de sa série de Fourier (Dirichlet), ce qui donne : Vr € [0,1[ VW € 
R h;(0)=5 »>0 Anrteint + Roi Are, 
Par continuité de (r,0) + H(reŸ)e-#"® sur [0,1]x[0, 2x], c est continue en 1 et : lim,_,1-Cn(r) = Cn(h) 
d'où ? À: = ch) 
En définitive : VO£<r<1 h,=hx+xP, 
Ou : 
VzED(0,1) H(z)= 3 cn(h) + Sc n(h)" 


n2>0 n>1 


Synthèse du problème On se donne h € C2 (R, R). 

L'inégalité | c(h)z"1 ||] À || z [ll valable pour n € Z, z € C assure que les rayons de convergence 
des séries entières D c,(h)z" et D c_,(h)z" sont supérieurs à 1. 

Pour z € D(0,1) et w = eŸ € S1, on pose : 

H(2) = XnpoCn(h)2" + Xi C-n(h)z" et H(w) = h(6). 


e H est continue sur D(0,1).(continuité des sommes de séries entières sur le disque ouvert de conver- 
gence et continuité de z + Z) 

e H est continue sur D(0,1). (cf p.47) 

e Soit (xo, yo) € D(0, 1) 
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On choisit à > 0,8 > 0 tels que le rectangle [x0 — @, to + à] X [yo — B, yo + 5] soit contenu dans D(0, 1). 
[to — à, &o + à] X [—(yo + B), —(yo — B)] est aussi inclus dans D(0,1). On envisage H,, correctement 
définie sur [x0 — à, xo + a] par : 


2) = D cn(R)(æ + igo)" + D c-n(h)(x — igo)” 


n2>0 n>1 


On rappelle que pour (an) € C\, les deux séries entières 5° a,z" et 5 nan"! ont le même rayon de 
convergence. Avec la convergence absolue des séries de terme général 


( 
e Cn(h}n(xo + à — i(yo + 
( 


e Cn(h)n 


e Cn(h n(n = 1)(xo + a — iyo + pipr-s 


n—1 
h}n(n — 1)(x + iyo)" ? 


e D cn(h}n(n — 1)(x — iyo)" 1 


convergent normalement sur [to — à,xo + a] donc H,, est C? sur l'intervalle [to — a, to + a] et, par 
dérivation terme à terme, on a : 


H,,(xo) =. En(h}n(n — 1)(xo + iyo)” + ÿ C_n(h}n(n — 1)(xo — iyo)” 


n>2 n>2 
On montre de même que : 
OH — 
Fa os vo) = — D en(h}n(n —1)(xo + igo)" — D c-n(h}n(n — 1)(xo — ivo) 
y n>2 n>2 


De là : Ay(xo, yo) = 0. H est bien harmonique sur D(0, 1). 


4.19 Idées proches 


(cf Polycopiés de J.M Exbrayat pour l’ agrégation) 
Soit f : D = D(0,1) — C une fonction de classe C! au sens complexe. 
On veut montrer que f est la somme d’une série entière sur D. 


Pour n fixé dans Z et r €]0,1{, on pose : u,(r) = + ni (rett) e- "#40. Avec f de classe C1, 


65 


l’application g:(r,0)+ f (re) e7"# est globalement continue de ]0,1[XR dans C, admet par rapport 
à r une fonction dérivée partielle 2 : (r,0) + eiô f (re?) e"#, elle même globalement continue sur 
J0,1[XR. Ainsi, u, est CT sur ]0,1[ avec (après une intégration par parties) w/,(r) = “u,(r). Ceci 
assure l’existence de a, € C tel que : 


VOS RSL AU) =: 


Pour nr <0et0<r< 3, 
et en faisant tendre r vers O, il vient : ay — 0. Pour 0 < r < 1, l’application 0 + f (re?) est 
2r-périodique et de classe C!. Le théorème de Dirichlet s’applique : 


en posant à bon droit M = max ç, 1] Fo à l'art [KM l'a, I Mr 


. +o 
fre?) = », un(r)ei"? _ >. anr"e"”, 
Z n=0 


S 


ce qui donne : (2) = XX 9 an2" si0 <| z |[< 1. Enfin, on peut vérifier que ao =lim,,ouo(r) =lim,_,02 2 f( 
F(0) 
d’où l'égalité f(z) = 5% p4n2" valable pour tout z € D. 
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Onzième partie 


Annexes 


5 Théorèmes d’Abel. Séries de Hardy 


L'outil essentiel est la transformation d’Abel appelée aussi sommation par parties”. On travaille 
par ailleurs dans K — R ou € complet, ce qui permet d’évoquer constamment le critère de Cauchy. 


5.1 Un théorème pour les séries numériques 


a) Version ” variation bornée” 

Si (An)nen est une suite dans K telle que (X,) tend vers 0 en + et D | An+1 — Àn | converge, et 
Si (Un)nen est une suite dans K à sommes partielles bornées (par M), alors la série S[ Au, est 
convergente. 


Lorsque la condition [| An+1 — Àn | < +oo est vérifiée, on dit que la suite (A:) est à variation bornée. 


Preuve : pour n, p dans N*, pire EUR = 2 Ag (Ur — Ux_1) où pour k € N*, Uz — 2 u;. De 
là : 


n+p n+p—1 
D eue = Ant + AntpÜntp + D (A — Ar )Ur 
k=n k=n 


et: | er Ague [< MI] An | + |Antp | + RER | ea — À []. 


Soit € > 0. On choisit no € N* tel que : Vn > no Va E N* | M |<Ee et DE À Àg+1 — À | <E. Dans 
ces conditions, | DT? Aug | 3Me; 
S Xnun vérifie le critère de Cauchy dans K donc converge. 


b) Version usuelle 
Si (An) est une suite réelle qui tend vers 0 en décroissant et si (w,) est une suite dans K à sommes 
partielles bornées, alors ÿ° },u, est convergente. 


N N 
(An) tend vers 0 et D 5 | A+ — Àg | = D 20 Àk — Àgr1 = Ào — À 
valable pour tout N € N prouve que S | Àn41 — Àn | < +oo. On est ainsi ramené au théorème d’Abel 
version ” variation bornée”. 


Application : Étude des séries de Hardy (cf RMS-6 fevrier 1994) 


0 
ein 


On étudie les séries trigonométriques du type ÿ° —r où0<a< let 0</£. 
e a —0: convergence ssi 8 > 1 (séries de Riemann) 


e a = 1: convergence par l’usuel Abel. 
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e0<a<Ii 
Si 8 > 1, © converge absolument. 
Si0<B<l1, FR ni ssi 5 >1—a. 


Lemme 
Si (un) et (vn) sont deux suites dans K telles que : 


où : a1,...,@r > 0 et @y+1 > 1, 
alors pour tout 0 > 0, ÿ7 ## et > *# sont de même nature. 


Preuve du lemme 


Soit à > 0. Si = # converge, »; ee (1<k <r) converge par l’usuel Abel et 5 #% © ( ir) 
converge (absolument). De là : 57 #% converge. 


Réciproquement, on suppose que ÿ 73 converge. 


Onéerit. + 0, = fl + + + ne +O(kr)]"! donc 

c? 
elles et br )+ Er +] où on ne garde qe les Done de n d’exposant 
strictement inférieur à @,+1. u, s'écrit alors : un = vn[1+-+...++O(l)] où: 1,9 > 0. 


Par symétrie des rôles, ÿ[ ## converge. 
Retour aux séries de Hardy 


Pour n € N°, on pose : dy = eitr+1)® — 
Ont d = 67 een) 1 
Or: (n+1)® = n% = n°/(1+ 1)8 1] =D Lee D 4 O(L)-1] 
ie: (n+1)* RE Dés + Se + Oh >). 


a 
De à : du = em fenetre OG3-a) | 1] 
dl UE Oh) + +. — 1] (on ne garde que les exposants strictement 
inférieurs à ci — ” donc 
dy = era] ie - + + de + Os <)] avec B2,…, B > 1 — à. Il vient : 
iae"" CR Cr 1 
dn = ie [1 + na te + . + OC) 


où: ax = -(1—-a)>0pou 2<Kk<r. 


e Premier cas : de ne (ô > 0) 
On a : = = le + 2 +... + + O(H)] avec Y da convergente (Abel usuel) donc ÿ — 
converge en ven du lemme. 


e Deuxième cas : B=1-a 
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in 


Comme ÿ ' d, diverge, ÿ° Es diverge aussi. On peut préciser : ÿ d, a ses sommes partielles (e 


+. © : 
£ ein ein 1 . . 
1)hen+ bornées, chaque Ÿ° See El > mia O (5) convergent donc ont aussi leurs sommes partielles 


: 
2 N » + . in 
bornées, de là on conclut que la série divergente 37 = 


a ses sommes partielles bornées. 


D de Rs. (ô > 0) 

on a : n°dy — Le (1+:2 +..+2+O(2)]. Comme Y dy diverge, 5 © _  diverge aussi. Pourquoi 
ses sommes partielles ne sont-elles pas bornées ‘ 4 

(nÿd,) a ses sommes ni pu non bornées. (Sinon avec dy = n°d, mr » dn converge...). Maintenant, 


— converge et a ses sommes 


partielles bornées. De là, Sn dn à ses sommes partielles bornées. Ce qui n’est pas. 


par l’absurde, si he — a ses sommes partielles bornées, chaque Ÿ° £ 


c) Théorème des séries alternées-contrôle du reste 


Soit Ju, une série alternée (Vn € N° unun+1 < 0) telle que (| w, |) tend vers 0 en décroissant 
et ce, dès le premier terme. Alors ÿ'u, converge et sa somme est strictement du signe de ug. Si 
er 1 ur désigne le reste d'ordre n, alors R, est du signe de u,+1 et : | Ry |] un+1 | (reste 
majoré par le premier terme négligé). 


d) Un exemple d'utilisation de la version ” variation bornée” 


st 
ee 


On envisage la série de Hardy convergente 57 + (0 < a < 1,8 > 1— a), et la série entière associée 


ein 


2”. Donner une condition suffisante pour que D. z" converge simplement sur le cercle-unité 


On est amené à étudier les séries S° ein (8 ER). Le cas 0 — 0(27x) ne pose pas de problème. Soit 


à présent 0 €]0,2r|[. La suite (e”®) est à sommes partielles bornées. On cherche donc une condition 


a 
in + . \ . . F4 
suffisante pour que (> ), qui tend vers 0, soit à variation bornée. 


Ye 2. de [1,+oco[ dans C est dérivable (et même C1) sur [1,+o0[ avec pour æ > 1, Ÿ’(x) — 


ren. — .. Sur chaque [k,k +1] (k € N*), | (x) < = + re donc par accroissements 


finis : 
eiE+1)* ik ” 8 


mr 6 (Spra tone 


Pour avoir (5) à variation bornée, il suffit d'imposer : 


1-a+B>2(1-a)>lie:0<a<à 


5.2 Un théorème pour les séries entières 


Enoncé d Abel radial 
Si (ar) est une suite dans K telle que ÿ' a, converge, alors à a,x” converge uniformément sur [0,1]. 


En particulier : 
OO OO 
lim,_1- ER > bn = > An. 
n=0 n=0 
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Preuve 

C'est une application du critère de Cauchy qui repose de plus sur une transformation d’Abel avec 
reste. Soit € > 0. On choisit np € N* tel que : 

Vn 2 no | Rn [=| ns ak [< €. Pour PE [0, 1}, n>n,pEN, pars axp" a a (Rx s Rk+1)p° 


Rn-10" — URT  MUE DR Re(pK T1 — DE) donc : | SP agpf [K 2ep" < 2 et le critère de Cauchy 
uniforme est vérifié. La fonction somme de Ÿ° a,x” est continue sur [0, 1] et donc en 1. 


cas particulier : ÿ a, série alternée convergente 

A x fixé, S anx" est une série alternée convergente et son reste d'ordre n—1 (37%, axx*) est majoré 
en module par le premier terme négligé. Delà : Vr € [0,1] | D, axaf [<<] an" |<| a |, ce qui 
assure la convergence uniforme de ÿ[ a,x"” sur [0,1]. 


exercice Autre illustration de la transformation d’Abel avec reste. 
montrer que pour la série entière ÿ a,z", les énoncés (i) convergence uniforme sur D(0,1), (ii) 
convergence uniforme sur D(0,1) et (iii) convergence uniforme sur S! sont équivalents. 


6 Un peu de Baire 


Cet appendice présente, sans démonstrations, la propriété de Baïire et deux résultats relatifs aux 
espaces de Banach (Théorème de l’application ouverte et théorème de Banach-Steinhaus). Les preuves 
se trouvent par exemple dans Analyse fonctionnelle de Brezis ou les maths en tête de Gourdon. 


6.1 Propriété de Baire 


Dans un espace de Banach Æ, toute suite de fermés de Æ sans intérieur a une réunion (en général 
non fermée) d'intérieur vide; ou de façon équivalente : toute suite d’ouverts denses dans E à une 
intersection encore dense dans Æ. 


Utilisation courante 

Si (F;) est une suite de fermés du Banach E telle que 9, Fn = E, alors il existe n9 € N* tel que 
Fno Soit d'intérieur non vide dans £. 

Par exemple, en considérant dans R[X1] les sous-espaces (de dimension finie) F, = Vect(1,X,.., X?), 
on montre qu'aucune norme ne rend R[X] complet. 


6.2 Théorème de l’application ouverte 


Une application linéaire continue surjective entre espaces de Banach transforme tout ouvert de la 
source en ouvert du But. 


Corollaire 
Si E et F' sont 2 espaces de Banach et si Test un opérateur linéaire continu et bijectif de Æ sur F, 
alors T! est continu de F sur E. 
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6.3 Théorème de Banach-steinhaus 


Soit E un espace de Banach, F un espace vectoriel normé et (T;);er une famille d'opérateurs linéaires 
continus de Æ dans F. Si, à chaque fois qu ‘on fixe x dans E, la famille (T;(x));er est bornée dans F, 
alors (Ti(x));er) est uniformément bornée sur B(0,1)%. 

Précisément avec E, F' et (T;) comme ci dessus : 

VreE 1MER Vel ||T(x)r<M 

MER VreB(0,1), Viel |Ti(x)|lr<M. 


Résultat faux si E n’est pas complet : envisager sur R[X] la norme 
| D &XŸ [= maxigien | ai | et, pour n E N*, T, : Pre PU)(0). 


Application 
La limite simple d'une suite d'applications linéaires continues entre un espace de Banach E et un 
espace vectoriel normé F est (linéaire) continue de E dans F. 


7 Trois en Un 


Objectif : On peut obtenir le théorème de Bernstein sur 1 — [0,1], le théorème de Poisson et le 
théorème de Fejer à partir d’un même squelette de démonstration. On étudie l’articulation commune 
de ces 3 preuves, puis on démontre le théorème de Korovkin-Schaeffer qui unifie ces 3 résultats. 


Enoncés : e Pour f : [0,1] —R, le n°” polynôme de Bernstein associé à f est défini sur I — [0,1] 
par Ba(f)() = 220 F(E)Cuz* (1 — x)" À 


théorème de Bernstein : la suite de fonctions (B,(f)) converge uniformément sur [0, 1] vers f dès que 
f est dans C([0,1],R). 


e théorème de Fejer : pour g dans Car (R,R), 0h(g) = HT au EE Cp(g)ep converge uniformé- 
ment sur R vers g. 


e théorème de Poisson : soit h € C2 (R,R). Pour p € [0,1[ et x € R, on pose : h + P,(x) = 


L ST A(E)P, (x — tjdt = L [PT h(x — #)P,(bdt. 


Alors : lim, ,1- || R+P, —h |x= 0. 


Notations : On considère les applications de R dans R: 1:z-1,c:xr cosx,s:71r sinx, et 
pouri=1,2f;ixr x. 


7.1 Les 3 preuves 


Il s’agit de majorer | f(x) — B,(f)(x) | pour x € [0,1], | on(g)(x) — g(x) | pour x eRet|hxP,(x) — 
hk(x) | pour x ER par des quantités qui peuvent être rendues arbitrairement petites indépendemment 
de x. On compare facilement des objets de même allure ; il est donc naturel de commencer les preuves 
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par : 
epourre(0,1,neN, | B(f)(x) — f(x) [=] ro lf(E) — f(æ)]Cia (x) | 

<rial)-/ Do (a 

epourzeR,neN*, | on(g)(x) — g(x) [=] % [7 [9() — g(x)]Fn(x — bat | 

€ 7 JT, 196) — g(x) | Fax — tdi 

pou reR,pe{0,1l, | AxP,(æ) — h(a) 21 L JT, (RCE) — (x)]P)(x — dt | 

€ 5% JR RCE) — Rx) | P,(x — bdt 

Les membres de droite des inégalités ci-dessus vont être majorés en 2 temps. On fait apparaitre un 
”terme à distance finie” petit grâce à l’uniforme continuité de f,g, et h, puis un reste” sur lequel les 


fonctions n’ont pas de contrôle. On utilise quand même le fait que f,g et h sont bornées pour gérer 
ce reste. 


Soit € > 0. On choisit 7 > 0 tel que : 
V(x,z')EIxXI [xx [nl f(x) - f(x) (Ke 

| Ba(f)(a) — Fo) 1 Euye_aenl FE — FC) | Ch*( ay" # 

ue OOo 

<E+2 | f lm TT G Go Chañ(i =) 

<e+ 10e {B,(f)(x) — 27B(f1)(x) + 2° Bn(1)(x)} 

< e+ 2e {[8,(f)(x) — 27] - PxB, (f(x) — 27°] + [r2B,(1)(x) — +?]} 

< € + ef 5, (R)(x)-22|+2| B(ñ)(a)-x|+|B(D(x)-1l} 4 


Avec les mêmes notations pour g, 


Lon(g)(a) — te) 1 & fi uen 190 — de) | Es(e — dt 
nn J- z1>n 1 9È ) — gx) | Fn(x — t)dt 
<e+219 le fn Fe — 0 

+219 [lo + fee Sr Pn(x — tjdé 


< 1—cos 

< 24 Elle {on (1)(e) — 1 cos(r)n (de) — cos a] — sin(a){on(s)(2) — sin 2]} 
<e+ Ale {| on (1)(E) — 11 + lon(d(e) — cos | + |on(s)(e) sine |} à 
De même : 


LhxP,(x) — R(x) | 
+ lle, {[1xP,(x) —-1|+|cxP,(x) — cosx | +|sxP,(x) —- sinx |} à” 


CO: 


À prouve que la convergence uniforme sur 1 de B,(f) vers f pour les trois fonctions 1,f1 et f2 
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implique la convergence uniforme de B,(f) vers f pour f quelconque dans C(7,R). De même, avec 
à’, la convergence uniforme sur R de 6, (f) vers f pour les fonctions-test 1, c, s assure le théorème de 
Fejer. Remarque analogue avec 4”. 


Exercice 1) Determiner les polynômes B,(1), B;(f1), Bn(f2) 
2) Montrer que : VEN o(1) = 1,on(c) = 5#5c; on(s) — 

3) Vérifier que : Vel cxP,=pc;,s*xP, = ps 

4) Conclure. 


n 
n+is 


7.2 Théorème de Korovkin-Schaeffer 


Enoncé 1 désigne un intervalle compact de R. On note 1 l’application de 7 dans R constante de 
valeur 1. Soit Q = {1,f1,.., fx} une partie finie de C(J,R) et p une application définie sur 7 x I, à 
valeurs positives, nulle sur la diagonale de I x I et de la forme p(t,x) — ne aj(t)f;(x) où chaque a; 
est continue sur 1. Le couple (Q,p) est appelé ensemble-test. 


Pour h:1X1—R, on pose : Z(h) = {(t,x) E TI XI \h(t,x) = 0}, pour f:1-—R, ff :(trx)r 
J(æ) — f(). 


Soit SC R,aeS et (Ls)ses une famille d’endomorphismes monotones (ou positifs) de C(I,R). 


Si, pour f € Q, lims_a || Ls(f) — f [loo= 0, alors lims-,a || Ls(f) — f [lbo= 0 pour tout f de C(I,R) 
vérifiant Z(p) C Z(df). 


Preuve : Voici le principe de la démonstration : 

e on ramène le problème portant sur f à un problème portant sur df. 
e on exploite Z(p) C Z(df) pour se ramener à un problème sur p. 

e on conclut grâce à la forme de p. 


Soit f E C(I,R) vérifiant Z(p) C Z(df). Pour (t,x) EI x I, 
on a :f(x) = df(t,x) + f(t) donc L.(f) = L;(df(t,e)) + f(t)L:(1) pour tout s € Settoutte I. 
En particulier : Ls(f)(t) — f(4) = Ls(df(t,e))(t) + f(6)[Ls(1) — 1(4)]. De là : 
) 


I Ls(P) — F Îloo< suprer | Ls(df(t,e))(6) 1 + 1 F Tool Ls(f1) — F1 Îloo 


Puisque lims_,a || Ls(f1) — f1 |lm= 0, il suffit de montrer que 
suprer | Ls(df(t,e))(t) | tend vers 0 quand s tend vers a. 


Soit £ > 0. Par continuité de df sur I x I, on choisit un ouvert Q de 7 x I tel que : Z(df) C Q 
et V{t,x) € À | dfft,x) [<e. On note K = 1?\Q (fermé dans le compact 12). p est continue et 
strictement positive sur le compact X donc p atteint sa borne inférieure y sur K et on a : 4 > 0. 
Pour (t,x) € Q, | df(t,x) [£e et pour (t,x) € K,ona: 

| df(é æ) I<lI df Île 24%) done | df(é,æ) |< e+ || df Ile 2É®) sur 22. 

Par monotonie des . | Ls(df(t,e)) | L;(| df(t,e) |) donc 


| df lo 
Li 


supter | Ls(df(t,e))() K € || Z(1) Île + suprer Ls(p(6, e))(t). 


73 


Puisque (|| Z;(1) |) est bornée, il suffit pour conclure d’avoir 
lims-asuprer Ls(p(t,e))(t) = 0. 


On peut écrire : V(t,x) € 1? p(t,x) =  … a: ()Ëæ) = (0) donc : 
Vel L,(p(t,e))(t) = 252 a5(6)[L(f5)(0) — 50 + F0 — (OL (A) E)] 


Il vient pour s€ S : 


k 
0 < super Ls(p(t, e))(t) < M D {| Ls(f5) — F5 Îloo + | F5 Ilooll Ls(1) — 1 oo} 
j=1 


où M = maxi<;<x || aj [x . Avec lims_,a || Ls(f;) — f; lo—= 0 pour 1 < j < k, on conclut que 


lims_;asuprer Ls(p(t,e))(t) existe et vaut 0. D ‘où le résultat. 


Exercice Retrouver les 3 théorèmes convoités en utilisant l'application (#,x) + (x —t)? de [0,1] x 
[0,1] dans R et l” application réelle définie sur [—x,7] x [-7,x] par (t,x) — 1 — cos(x —t). 
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